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Eapes à Le moine 


L'enseignement des mathématiques au niveau des collèges et des lycées a deux objectifs. 
D'une part l'apprentissage de techniques. D'autre part l'apprentissage du raisonnement 
logique. En classe de quatrième, les techniques à acquérir se situent essentiellement en 
algèbre et en calcul numérique (calcul littéral, calcul fractionnaire.…). En géométrie, on 
abordera à peine les techniques vectorielles, et l'essentiel du programme porte sur des 
figures (losange, rectangle, parallélogramme,..) et des transformations (symétrie axiale, ) 
que les élèves ont rencontrées depuis longtemps, même si on n'en a jamais fait une étude 
systématique. Il nous semble que cette géométrie est le lieu idéal pour l'apprentissage du 
raisonnement. C'est pourquoi nous proposons de faire de cet apprentissage l'objectif 
essentiel de l'enseignement de la géométrie en quatrième. Nous consacrerons donc la 
plus grande part du temps disponible à la fréquentation du raisonnement géométrique. 


La progression que nous développons ici, n'est pas à proprement parler originale. Elle 
ressemble à celle qui a été adoptée par une petite moitié des auteurs de manuels : ceux 
qui ont décidé de ne plus commencer par les propriétés affines des figures, mais au con- 
traire d'utiliser, dès le début, les angles droits et la distance. Nous l'avons choisie pour 
deux raisons : 


D'une part parce qu'elle utilise des axiomes qui nous paraïssent très naturels, soit qu'ils 
puissent être considérés comme évidents (partie 1), soit qu'ils résultent de manipulations 
simples (papier calque, pliages — partie 2), 


D'autre part parce qu'elle donne très tôt une grande quantité d'exercices permettant de 
découvrir, d'expliquer, d'écrire des raisonnements simples. Certains de ces énoncés vous 
paraitront difficiles, mais la plupart sont très simples. 


Nous avons, dans toute la mesure du possible, évité le jargon mathématique. C'est qu'au 
niveau de la quatrième, les mathématiques peuvent très souvent s'écrire dans la langue 
française ordinaire ; ce n'est que quand celle-ci se révèlera insuffisante, en particulier 
quand elle ne permettra pas de distinguer deux notions (qu'il est absolument indispen- 
sable de ne pas confondre à l'instant considéré), que l'on décidera d'introduire des mots 
et des tournures de phrases techniques. Ce n'est pas souvent le cas au niveau où nous 
nous plaçons. 








Vous pouvez utiliser ce fascicule de deux façons : 


. comme complément de votre manuel préféré. (Pour cela il est presque indispensable 
que celui-ci utilise une progression logique compatible avec la nôtre). Vous pourrez 
alors trouver des idées pour présenter telle ou telle question. Vous y trouverez surtout 
des énoncés d'exercices. 


. ou bien en remplacement de la partie géométrique du manuel de votre classe. Vous 
trouverez alors ici tout ce qui est nécessaire à la présentation des différentes notions, 
ainsi qu'un choix largement suffisant d'exercices. (Ces exercices sont suivis de com- 
mentaires destinés éventuellement à mieux les exploiter ou à mieux les choisir). 


Les Auteurs 


> Ce fascicule est approximativement la réunion 
de cinq fiches de géométrie parues séparément. 
Certaines parties ont cependant subies des mo- 
difications notables. 


»- Un travail analogue est en préparation pour 
l'algèbre et le calcul. 


»- Si vous utilisez ce fascicule, vous aurez certainement 
des critiques et des suggestions à nous faire. Vous 
pouvez venir nous voir ou nous écrire à l'adresse 
suivante : 


Université de Nancy | 

Faculté des Sciences 

1.R.E.M. de Lorraine (groupe 1er cycle) 
Case Officielle 140 

54037 NANCY CEDEX 


tél. (8) 327.55.51 


DOCUMENTS POUR LES ÉLÈVES 


Nous avons conçu des documents destinés aux élèves. Ils se com- 
posent : 


— d'une part d'un fascicule d'exercices (ceux que vous trouverez 
dans les pages ci-après, à la fin de chacune des cinq parties). || 
est en vente au prix de 10 francs et se présente sous une forme 
directement utilisable par l'élève (feuilles perforées facilement 
détachables, de couleur blanche et de format 210 x 297). 


— d'autre part d'un répertoire, dans lequel nous donnons dans un 
langage simple le sens d'un certain nombre de mots techniques 
indispensables, ainsi que la quasi totalité des énoncés utiles. 


SOMMAIRE 


Dans un premier temps, nous proposons quelques activités de révision. Dans notre 
esprit, il s'agit de vérifier que les élèves connaissent et comprennent le vocabulaire 
classique (droite, segment, demi-plan, perpendiculaires, parallèles...) ; mais il s’agit 
aussi d’énoncer les premiers axiomes{”)} (inégalité triangulaire, axiomes des perpen- 
diculaires et parallèles). Tout ceci a été vu dans les classes antérieures (mais n’a peut 
être pas été énoncé explicitement). Ce sont donc aussi des rappels. C’est la partie 1 : 
«introduction à la géométrie». 


Ensuite, nous proposons de faire l'étude de la médiatrice et de la symétrie axiale. 
C'est là qu’apparaissent nos derniers axiomes ; ils sont introduits par des manipula- 
tions au papier calque. A titre d'application, nous parlons du losange. C'est la 
partie 2 : «médiatrice - symétrie par rapport à une droite». 


Nous pouvons alors démontrer le résultat suivant : «la composée de deux symétries 
axiales d’axes perpendiculaires se coupant en 0 , est la symétrie de centre O0». Ce 
résultat consistant est en fait équivalent aux propriétés des diagonales du rectangle. 

Sous cette dernière forme, il est plus à la portée des élèves de quatrième. Puis, en 
remarquant qu’un triangle rectangle est un demi-rectangle, nous traduisons tout ceci 

par des propriétés du triangle rectangle. C'est la partie 3 : «rectangle - triangle rectangle». 


Ensuite, nous arrivons à l’étude de la géométrie affine. A la suite de la partie 3, la 
symétrie centrale s’introduit naturellement ; nous proposons en fait plusieurs pro- 
gressions, mais nous avons privilégié celle-ci : «droite des milieux, parallélogramme, 
symétrie centrale». C'est la partie 4. 


Enfin, le programme demande de traduire les résultats précédents en terme de 
vecteurs et de translations. C'est la partie 5 : «coordonnées, vecteurs et translations». 
1! n’est pas obligatoire (et probablement pas souhaitable) que cette cinquième partie 
soit totalement étudiée en dernier ; elle peut être partiellement contemporaine des 
parties 3 et 4. 


Poutie 4 : Onhoductin à fa gonehe --_ p3  Cexp15) 
2 : Médialuce , Synélte por nappol à ure durite _-p 44 (ex. p 57) 
3 : Rdanke , Wangle rectan je Lines p #3 (ex.p7) 
oo 
4 : Dr duo nüleux porte gamme oaralte ce,drale par (ex pl71) 
5: œndenres ed sk Hanfaltme -__. -__. p243 (ex. p233) 





(*) ce mot devrait à notre avis être réservé au professeur. 
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PARTIE 1 


INTRODUCTION à la GÉOMÉTRIE 


distance - perpendiculaires - parallèles 


> En géométrie, il est indispensable 
d'utiliser de temps à autre du papier 
non quadrillé. 


Vous pouvez très bien proposer d'emblée 
nos exercices à vos élèves, le cours 
consistant alors à dégager ou à donner 
au fur et à mesure les énoncés indispen- 
sables. 


> /lest très souhaitable d'aborder rapi- 
dement la partie 2 (médiatrice...), 
même si vous avez le sentiment de ne 
pas avoir complètement exploité cette 
première partie. 





© Introduction : 


= 


C'est à propos de l'étude de la géométrie que les programmes 
de 1978 se différencient nettement des anciens ; en effet, il n'est 
plus question de mettre en place une théorie mathématique abstraite : 
l'observation, l'expérimentation, et l'usage des instruments de dessin 
conduiront aux propriétés admises (ou atomes) xl qui permettront 


d'obtenir les autres par voie déductive. 


Il est donc indispensable de prévoir, au début de l'année scolaire, 
un certain nombre d'activités portant sur la géométrie et destinée à 
rappeler ce qui a été enseigné en 6e et 5e . Trois notions fondamentales 
seront utiles dans la suite : les longueurs et leur mesure, les droites 


perpendiculaires, les droites parallèles. 


0 © 





# . n . 
(*) le mot ’axiome”’ est sans doute à éviter devant les élèves. 


Le 


I.  LONGUEURS ET DISTANCES . 





Le Longueurs : 


Depuis l'école élémentaire, les élèves sont familiarisés avec la 
notion de longueur. Le point de départ est la manipulation suivante : 
partant de nombreux segments matérialisés par des rêglettes (par exemple), 
on réalise une partition en essayant de superposer ces réglettes. Les 
réglettes d'un même tas représentent des segments qui ont une propriété 
commune : ils ont même longueur. Ceci conduit à la comparaison des 
longueurs. Ensuite, l'activité de mesurage permet, une unité de longueur 
étant fixée, de définir une application de l'ensemble des nombres (dé- 
cimaux) dans l'ensemble des longueurs. En fait, à l'école élémentaire, 
on évite de se demander si cette application est une bijection de l'en- 
semble des nombres (positifs) qu'on connait, sur l'ensemble des longueurs. 
(Au cours des activités numériques, on montrera, l'unité étant fixée, 
que la mesure de certaines longueurs ne peut s'écrire sous forme de 
nombre décimal. En début de 4e À£ n'y a pas à nevenir sur Les fondements 
de La notion de Longueur : tous les élèves savent mesurer une longueur, 
tracer un este l*) de longueur donnée, reporter une longueur à l'aide 
d'un compas. Ils ont déjà construit des triangles dont les longueurs 


des côtés sont données. 


En fait, la géométrie de 4e ne repose pas sur la meAue des lon- 
gueurs. On pourrait tout faire sans jamais mesurer, en n'utilisant que 
les notions premières de comparaison de longueur, de somme de longueur 
(par mise bout à bout), de produit d'une longueur par 2 , ou de division 
d'une longueur par 2 . Mais les élèves sont habitués à mesurer, à 
parler de 4,2 cm . C'est pourquoi dans les exercices - de construction 


notamment -— les données seront parfois tout naturellement des ‘longueurs 


en centimètres. 





(*) notons que pour nous, le segment [AB] est tout simplement l’ensemble des points de la 
droite (AB) qui sont entre À et B (et la signification du mot entre est évidente : on ne 
parle pas de relation d'ordre). 


@ Détances : 


Dans la plupart des manuels, on trouve le plan suivant : 


D'abord une révision sur les nombres, suivie d'une introduction 


des réels. 
Ensuite, la définition de la distance comme application de CAL 
dans R, » vérifiant certaines propriétés. 


Cette façon de procéder est regrettable parce que : 


Elle aboutit à repousser la géométrie en fin d'année, et à la 
faire reposer sur une notion, les réels, dont le moins qu'on 


puisse dire est qu'elle n'est guère comprise en 4e . 


Elle fait reposer la distance sur la notion de fonction, qui, elle 


aussi, est assez mal connue des élèves de 4e . 


Elle fait de la distance un être mathématique compliqué, alors 


(x) 


que tous les élèves ‘'connaissent'"" la distance de Nancy à Metz . 


Bien sûr, des mathématiciens éminents ont défini (pour résoudre 


des problèmes sérieux, et non pour le plaisir de formaliser) des ‘'dis- 


tances'' sur des ensembles compliqués. Bien sûr, pour eux, une distance 


est une application E x E +R qui vérifie... . Mais cessons de faire 


étalage de notre érudition, et ne confondons pas un manuel de 4e avec 


un manuel de topologie générale ! 


C'est pourquoi nous préférons garder au mot distance le sens 


qu'il a dans la vie courante. Une distance, c'est une longueur. Les 
expressions "distance de À à B" et "“£ongueur du segment TAB]" 
sont donc synonymes. Bien sûr, dès que L'on choisit une unité, alors 


une distance se mesurera par un nombe : on dira "la distance de A 


à B 


7 cm. 


P k x 
est 7 cm” et on ésire! AB 


Les formules d(A,B) = d(B,A) ou d(A,A) = O sont sans intérêt. 


Elles sont évidentes, connues de tous les élèves. Les énoncer ne ferait 





(*) 


bien sûr il faut préciser un peu la notion assez vague de distance de la langue courante : pour 
nous, la distance ce n’est ni la distance par la route, ni la distance par le train, c’est la distance 
en ligne droite (’’à vol d'oiseau” pour le géographe). 


(**)_ voir "quelques remarques sur le vocabulaire”, page 7 


qu'embrouiller leurs idées. L'inégalité du triangle est donc le seul 
axiome sur la distance que nous énoncerons. Nous noterons définitivement 


AB, XY ... au lieu de d(A,B), d(X,Y) ... 


L'inégalité tuiangulaire : 
"Le plus court chemin reliant deux points 
est la ligne droite", disaient autrefois 
les enfants des cours élémentaires... 
C'est une évidence pour un élève de 4e ! 
Par contre, la difficulté pour lui est 
peut être de retenir l'énoncé ci-dessous 
et surtout de l'utiliser dans des raison- 
nements. Préférons d'emblée la forme 
"précise" de l'inégalité triangulaire. 


C'est notre premier axiome ‘'consistant. 


»> Si B n'appartient pas au segment [AC], alors AC < AB + BC . 
Et, (bien sûr) 44 B appartient au segment [LAC], alors AC = AB + BC. 


Avec leur compas, les élèves ont probablement déjà construit des 
triangles dont les longueurs des côtés sont données. IL e4t bon de Leur 
gaie découvrir ou redécouvrir que ces longueurs ne peuvent être données 
au hasard. (A titre d'exemple, exercices 2, 3, 4). Ainsi, les considé- 
rations en italique ci-dessous devraient devenir familières. (Il ne 


= 


s'agit en aucun cas d'énoncés à retenir par coeur !) : 


e Considérons un triangle *l dont Les côtés ont pour mesures a, b, € 
(peu émporte L'unité). Nous avons bien sûn Les trois inégalités 
tuiangulaires :: a <!b + ce: b < c'F a ; c'<a+ b. 


Donnons nous rois nombres positifs a, b, ce . Est-il possible de 
construire un triangle dont Les mesures des côtés soûent a, b, € 
(dans L'unité que L'on voudra) ? 
. dès que L'une des trois inégalités précédentes est fausse, 
La réponse est évidemment : NON . 


. 4i Les trois inégalités sont vérifiées, La néponse est : OUT . 





* . . “ . + 
(*) pour nous, les triangles sont de ”’vrais”’ triangles : leurs sommets ne sont pas alignés. 


(x) 


Ce dernier point revient à admettre que deux cercles de rayons 
a et b (a2>b) et dont la distance des centres est C sont 
deux points en commun, lorsque a - b < c < a + b . On pourra faire 
dessiner (sur des exemples numériques) les différents cas possibles 


d'intersection de deux cercles. 


Remarque : L'ensemble des trois inégalités triangulaires rencontrées 
plus haut peuvent se résumer tout simplement : "Le plus grand 
des nombres a, b, ce est plus petit que La somme des deux 
autres". Le passage aux inégalités du type [a-b|<c<a+b 
pourra être considéré comme un exercice sur la valeur absolue. 


Il n'est pas vraiment indispensable pour la suite. 


© 
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© Quelques remarques sur Le vocabulaire : 


A-t-on le droit d'écrire AB = 5 cm? C'est un type de question 
que l'on entend souvent. Il faut d'abord rappeler qu'en mathématiques 
rien n'est interdit, sauf les raisonnements erronés. Tout ce qui con- 
cerne le vocabulaire et les notations est du domaine des conventions. 
Ici, on se trouve en présence de classes de segments, gardons le mot 
longueur pour désigner ces classes. Prenons un segment [AB] et con- 
sidérons la phrase suivante : "on l'a partagé en cinq parties ayant 
chacune même longueur que l'unité choisie, le centimètre". Cette phrase 
est certainement celle qui décrit le mieux la situation. Mais elle est 
trop longue. On peut dire : ‘la mesure de [AB] en centimètres, est 
égale à 5" . Ici, on a mis dans le mot mesure toute l'information 
sur l'action de diviser en cinq parties que l'on compare à l'unité. 
C'est déjà plus court, mais pas assez. Alors écrivons ‘AB = 5 cm" , 


"AB mesure 5 cm" , "AB vaut 5 cm' ... ; peu importe, pourvu que 


—————————————— 


(*) il n'est pas indispensable ici d'énoncer un axiome explicite. La possibilité consciente de 
construire un triangle dans certaines conditions en tient lieu. (Si l'on veut cependant donner 
un énoncé, celui indiqué à la page 13 a l'avantage d’être relativement simple ). 





| 
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LI 





figurent dans la notation les trois informations essentielles : quel 

est le segment mesuré, quel est le nombre obtenu, quelle est l'unité ? 
Mais évitons au début toute notation dont l'unité est absente. Par 
exemple, beaucoup de manuels appellent distance de A à B , la mesure 
de la longueur du segment [AB] ; la distance est donc un nombre ; 
l'unité est sous-entendue ; encore faut-il qu'elle soit clairement 
indiquée quelque part. En fait, un vocabulaire qui se veut précis, et 
qui distingue explicitement segment, longueur, mesure, distance, con- 
duit à des expressions assez lourdes à manier. Dans de nombreux manuels 
de 4e , on suppose que ces notions sont bien maîtrisées et, pour alléger 
le texte, on laisse s'estomper les distinctions que l'on faisait au 
cours moyen ou en 6e . C'est ce qui est fait ici. Dans d'autres manuels, 
la distinction est toujours nettement soulignée. En fait, c'est l'ensei- 
gnant qui fera le choix en fonction de la compréhension des élèves ; 


mais en 4e il ne devrait plus y avoir de problème. 


en 


10 


FF... LES PROÏÎTES 





Les élèves de 4e savent tracer la droite passant par deux points 
À et B , en se servant d'une règle. On remarquera que cette droite 
est unique ; d'ailleurs on parle de £a droite et non d'une droite 


passant par A et B. C'est notre 4econd axiome : 
»> Par deux points À£ passe une droite et une seule. 


Perpendiculaires : 


Ici encore le vocabulaire est déjà connu. On s'assurera que l'élève 
sait tracer à L'équerre (et en s'aidant d'une règle) £a droite D' 
perpendiculaire à la droite donnée D et passant par le point donné A. 
Notre L104414ème axiome ne fait qu'insister sur l'article £a de la 


phrase précédente : 


> Donnons nous une droite D et un point A (A peut ou non appartenir 
à D). IL passe par A une perpendiculaire et une seule à D. 


Pour les tracés de perpendiculaires, l'équerre est l'instrument 
de base ; mais les élèves ont parfois appris dans les classes antérieures 
à faire la construction précédente à la règle et au compas. Elle sera 
justifiée dans trois ou quatre semaines, lors de l'étude de la médiatrice 
(partie 2). Notons aussi que dès l'école primaire, la notion de droites 
perpendiculaires est souvent liée à celle de pliage : "44 deux droites 
sont perpendiculaires, alons si L'une sent de pli, L'autre 45e necouvre 
sur elle-même ; et réciproquement". (Nous utiliserons ceci lors de 
notre ‘'expérimentation raisonnée" sur la médiatrice (partie 2]] . On 
pourra signaler ici la construction schématisée ci-dessous de la per- 


pendiculaire à D passant par AÀ : 





premier cas : AC D deuxième cas : ag D 


11 


Tous les élèves savent probablement que 
deux droites (distinctes !) sont dites 
parallèles si elles n'ont aucun point en 
commun. Pour construire la droite A paral- 
lèle à D et passant par A , on trace 
d'abord une droite D' perpendiculaire 

à D. Puis on trace la perpendiculaire AÀ 
à D' passant par A . Pourquoi les 
droites D et A sont-elles bien paral- 
lèles ? Si elles ne l'étaient pas, elles 

se couperaient en un point B (hors de la 
feuille) ; mais par ce point B , il passe- 
rait deux perpendiculaires à D' . Ce 


. * 
serait dairdt l donc D et A sont 





bien parallèles ; ainsi : 


énoncé a > Deux droites perpendiculaires à une même droite n'ont aucun point 
en commun : elles sont parallèles. 


Dans la construction ci-dessus, notons, d'un point de vue pratique, 
que le tracé effectif de la droite D' est facultatif : la règle peut 


jouer le rôle de D' : 


I1 serait bon d'utiliser cette construction dès la classe de 6e . 
(Remarquons que les programmes de 1971 voulaient faire oublier les per- 
pendiculaires ; les parallèles étaient le plus souvent tracées par 


“équerre glissante" en utilisant exclusivement les angles aigus 1). 


(*) voir remarque ‘’raisonnement par l'absurde”, page 12 
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Notre quatrième ax{ome peut s'énoncer sous deux formes. La 


deuxième est classiquement appelée ‘'axiome d'Euclide". 


énoncé G > Si deux dnoites sont parallèles, alors toute droite perpendiculaire 
à L'une est perpendiculaire à L'autre. 


»> Par un point situé hors d'une droite, À£ ne passe qu'une seule 
parallèle à cette droite. 


Le premier énoncé semblera sans doute plus "constructif" à l'élève. 
La démonstration du second, à partir du premier, est encore un raison- 
nement par l'absurde assez simple. (Chacun décidera ou non de proposer 


ce raisonnement). 


Enfin : 


> Si deux droites sont parallèles à une même droite, alors elles 
sont parallèles . 


Pour montrer cela, on trace une perpendiculaire à la parallèle 
commune et la démonstration est alors un exercice utilisant les énon- 


cés B puis à ci-dessus. 


© 
V V 





© Les axiomes implicites : 
Nous avons dénombré ci-dessus quatre axiomes. Si l'on regarde 

de près, on s'apercevra que nous en avons oublié un grand nombre : tous 
ceux qui concernent le régionnement dans le plan, la symétrie de la 
relation d'orthogonalité,... C'est que nous croyons qu'il ne faut pas 
embrouiller l'élève en lui faisant de longs discours sur des choses 
qu'il constate de visu (régionnement), ou qui ne font aucune difficulté. 
Ceci permet de mieux mettre en lumière les axiomes qui seront effectt- 
vement utilisés et de les faire apprendre plus facilement. 


O O 
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III. PRESENTATION . 





Répétons que tout ceci a été vu au cours des années précédentes. 
De cet acquis des classes antérieures, on dégagera les premiers énoncés 
fondamentaux sur lesquels s'appuiera la géométrie de 4e . On les fera 
écrire et retenir. Ceci peut se faire, en partie, à l'occasion des 


exercices que nous vous proposons. Leur nombre est volontairement assez 





restreint. Vous en trouverez très peu portant sur ‘parallèles et perpen- 
diculaires'"'. C'est que les véritables exercices sur ces notions se 


trouvent dans les parties suivantes. 


Nous pensons qu'il serait dommage de trop s'attarder sur cette 
premtère partie : la médiatrice et ses premiers exercices d'application 
(partie 2) ont été conçus pour être abordés le plus tôt possible (avant 


trois ou quatre semaines). 


Le cursus de géométrie que nous proposons est orienté vers l'ap- 


prentissage du raisonnement. Personne n'ignore que l'une des difficultés 





= 


pour atteindre cet objectif tient à la langue et au vocabulaire. À titre 
d'exemple, l'utilisation des articles ‘le, la, un, une" avec leur sens 
précis, est une difficulté sérieuse pour beaucoup d'élèves. Il en est 

de même de l'utilisation des mots ‘donc, car, parce que, si, alors" 

dans les rédactions des démonstrations. Nous n'avons pas proposé d'exer- 


cices spécifiques de "grammaire mathématique", mais c'est peut être une 


= 


solution à ne pas négliger. 


8 
V V 


Raïisonnement par L'absurde : 


L'importance, en mathématiques, du raisonnement par L'absuride est 
incontestable. Mais en 4e , c'est un mode de raïsonnement relativement 
mineur par La fréquence de 4e4 apparitions. Mais À n'y a aucune raison 
pour Le rejeter systématiquement. Certes, quand un raisonnement par 
l'absurde est Lut-même une partie d'un raisonnement plus vaste, alors 
La diféiculté peut ètre sérieuse (et selon Le cas on peut s'abstenix). 
Mais Lorsqu'il se sufhit à Lui-même et peut s'exprimer en moins de ©1044 
Lignes, on peut très bien Le proposer : 

Si elles n'étaient pas parallèles, elles 4e couperaient en un certain 
point, Thons de La feuille bien sûr !}. Par ce point passenatent deux 
perpendiculaires à D , ce qui e4t impossible". 

C'est votre doit Le plus absolu de considérer que ceci n'est pas 
très facile pour un élève de 4e . Vous avez peut être naîson, mais c'est 
néanmoins une source - put d'autres - de progrès possible sur Le plan 
Logique. 


æ 
O © 
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ENONCÉS de la PARTIE 1 





> Par deux points À et B, il passe une droite et une seule. 


» Sile point C n'appartient pas au segment [AB], alors AB <AC + CB. 
Si le point C appartient au segment [AB] , alors AB = AC + CB. 


> Donnons nous une droite d et un point A ;il passe par À une perpendiculaire et une 
seule à la droite d. 


>» Si deux droites sont perpendiculaires à une troisième droite, alors elles sont parallèles. 


> Si deux droites sont parallèles, toute perpendiculaire à l'une est perpendiculaire à 
l'autre. 


> Par un point, extérieur à une droite, il ne passe qu'une parallèle à cette droite. 
»> Si deux droites sont parallèles à une même droite, alors elles sont parallèles. 
L'énoncé suivant ne figure pas explicitement dans les pages 


précédentes, mais il correspond à une situation que nous avons 
abordée : 


> Considérons trois nombres (positifs), rangés dans l’ordre croissant : a <b<c. 
Si c< a +b, alors on peut construire un triangle dont la mesure des côtés est 
a, b, c (avec l'unité que l'on voudra !),. 


O O 


L 2 
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EXERCICES dela PARTIE 1 
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: exercices n'est pas impératif ; mais 
Ce il n'est pas non plus arbitraire. 


PEL RE ES | Aa Sie > Lorsqu'un exercice comporte une 
figure, celle-ci est destinée à être 
utilisée par l'élève. 
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(1) Tu trouveras au dos de cette page une carte routière. 
Détermine la distance entre les images de Vittel et d'Epinal sur la 
carte. Comment peut-on en déduire la distance d entre ces deux 
villes ? 
Détermine la ‘'distance-par-la-route"" entre ces deux villes. Elle est 
plus longue que la précédente. De quel pourcentage dépasse-t-elle d? 
Recommence pour Charmes et Rambervillers ; Lunéville et Château-Salins ; 


Gérardmer et Le Markstein. Que constates-tu ? De quoi cela provient-il? 


(2) Trace un segment [AB] de 5 cm de long. Construis un triangle .ABC 
qui soit tel que AC =7 cm et BC =3 cm. Y a-t-il plusieurs 


triangles possibles ? 


(3) 1. Trace un segment [EF] de 8 cm de long. 


2. Essaie de construire un triangle dont un côté soit le segment 
[EF] et dont les autres côtés mesurent 4 cm et 3 cm . Que 
constates-tu ? En regardant simplement les trois nombres 8 ; 
& 5 3 , pouvais-tu le prévoir ? 

3. Peux-tu construire un triangle dont un côté soit le segment 


[EF] et dont les autres côtés mesurent 4,2 cm et 3,6 cm ? 


Pourquoi ? 


&. Peux-tu construire un triangle dont un côté soit le segment [EF] 


et dont les autres côtés mesurent 12 cm et 3 cm ? Pourquoi ? 


(4) trace deux points B et C distants de 9 cm . Un point A est tel 


Trace À en supposant que AC vaut 6 cm. 
Trace A en supposant que AC vaut 2 cm. 
Trace À en supposant que AC vaut 9 cm. 


Que constates-tu ? Peux-tu l'expliquer ? 
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(6) Deux villages sont reliés par un réseau de chemins, selon le plan 


ci-dessous 3; les deux villages sont représentés par les points AÀ 


et B. 





Tous ces chemins sont rectilignes, sauf un qui a la forme d'un 


demi-cercle. Quel est, en suivant ces chemins, l'itinéraire le plus 
court pour aller de A en B ? 


Nota: Le plan a été fait à L'échelle 1/20000 . 


(6) 1. On te donne les renseignements suivants concernant trois points 
A, B, C : ils ne sont pas alignés, AB = 13 cm et AC = 8 cm. 


Explique pourquoi nous avons : BC > 5 cm . 


2. Mesure les longueurs des côtés du triangle ABC ci-dessous. 


Quel commentaire cela t'inspire-t-il ? 
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QG) Dans la figure ci-dessous, nous avons AD = 10 cm et BC = 12 cm. 
Mesure les longueurs MA , MB , MC ,; MD , et fais la somme de ces 
mesures, note le résultat. Recommence en remplaçant M par N, 
puis par P , puis par Q . Des quatre résultats trouvés, quel est 
le plus petit ? 

Essaye de trouver un point qui te donnerait un résultat encore plus 
petit. Moi j'en ai trouvé un qui donne pour résultat 22 cm , et 


j'affirme que tu ne trouveras pas mieux. Où se trouve mon point ? 


M 
+ 





Trace un segment [MN] de 8 cm de long. Trace le cercle C de 


centre M et de rayon 3 cm . Ce cercle coupe le segment [MN] en 


un point A. Trace le cercle D de centre N et de rayon 5 cm. 


1. Explique pourquoi le point À est le seul point commun aux deux 
cercles. (Indication : suppose qu'il y ait un autre point commun 
aux deux cercles...). 

Quand deux cercles forment une figure analogue à celle que 
tu viens de tracer, on dit qu'ils sont ‘’tangents extérieurement””. 


La distance des centres est la somme des rayons, et le point 
commun est sur le segment qui joint les centres. 


2. Maintenant essaye de tracer un troisième cercle E , tangent 
extérieurement à C , tangent extérieurement à D , et de rayon 
& cm . Tu peux chercher son centre P par tâtonnements. Mais 
tu peux aussi le déterminer avec précision, en calculant d'abord 


les longueurs MP et NP . 
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(3) On cherche à tracer quatre points A, B, C, D tels que AB = 6 cm, 


BC = 4 cm , CD = 10 cm , DA = 3 cm. 
1. Trace sur ta feuille des segments [AB] et [BC] tels que 
AB = 6 cm , BC = 4 cm. 


2. Essaye alors de tracer le point D . Si ty n'y parviens pas, 


modifie la position du point C (attention ! À£ faut toujours 


avoir BC = 4 cm). 


3. Mesure la diagonale [AC] du quadrilatère ABCD . Chacun de tes 
camarades a peut être trouvé un résultat différent. Mais j'affirme 


que 7 < AC < 10 . En considérant les deux triangles ABC et ACD, 


explique pourquoi. 


Peux-tu construire un quadrilatère dont les côtés mesurent 3 cm ; 


16 cm ; 4 cm ; 2 cm ? 


Peux-tu construire un quadrilatère dont les côtés mesurent 13 cm; 


3 cm ; 4,4 cm ; 5,2 cm ? Explique pourquoi. 


(it) Trace un triangle ABC , rectangle en B (c'est-à-dire que l'angle 


en B est droit). Trace la perpendiculaire à (AC) passant par B , 
elle coupe (AC) en H. Mesure AC , BH , BA’ ; BC : ‘(en cm): ; et 


effectue les produits AB *X BC et AC x BH . Que constates-tu ? 


Peux-tu l'expliquer ? 


(12) 1. Trace un segment [AB] de longueur 5 cm . Marque le milieu I 


de [AB] . Trace la perpendiculaire D à (AB) passant par I. 


Marque sur cette perpendiculaire, un point C tel que AC = 5 cm. 
Mesure BC (en cm) . 

2. Plie la feuille de papier selon D . Que constates-tu ? Explique 
pourquoi dans ce pliage A et B viennent l'un sur l'autre. 


Puis explique pourquoi AC = BC 


(3) Reprends la figure de l'exercice précédent. Marque un point M qui 
se trouve du même côté de la droite (AC) que le point B ; qui se 
trouve du même côté de la droite (AB) que le point C ; et qui ne 


se trouve pas du même côté de la droite (BC) que le point A. 


Trace la perpendiculaire à (AC) passant par M . Elle coupe (AC) 
en b. 


Trace la perpendiculaire à (AB) passant par M . Elle coupe (AB) 
en c. 


Trace la perpendiculaire à (IC) passant par M . Elle coupe (IC) 
en a. 


Mesure Ma , Mb et Mc , et calcule Mc + Mb - Ma . 
Calcule les aires des triangles MCB , MCA , MAB et ABC . Quelle 


relation y a-t-il entre ces aires ? Explique pourquoi Mc+Mb-Ma=clI. 


Voici une figure. Donnes-en un programme de construction (tu disposes 


d'un compas, d'une règle graduée et d'une équerre). Décris, en une 


ou deux phrases, la partie hachurée. 
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(5) Voici une figure. Donnes-en un programme de construction (tu disposes 


d'un compas, d'une règle graduée et d'une équerre). 
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Voici une figure. Donnes-en un programme de construction (tu disposes 


d'un compas, d'une règle graduée et d'une équerre). 








les 


Explique pourquoi les droites d' et ®%' ne sont pas parallèles. 








(in) Regarde la figure ci-contre : Pour 
tracer un rectangle, nous avons tracé 
trois angles droits. Explique pourquoi 

C les droites (CD) et (AD) sont aussi 


perpendiculaires. 


Prends une feuille de papier rectangulaire de 20 cm de long 

et 14 cm de large. Tu disposes d'une paire de ciseaux, et tu 

as le droit de plier la feuille de papier, mais tu n'as ni 
compas, ni équerre, ni règle. Sais-tu découper dans cette feuille 


un carré, ayant pour côté la largeur de la feuille ? 


Quand tu as découpé ce carré, il te reste une chute qui est une 
nouvelle feuille rectangulaire. Découpe dedans un carré, comme 
précédemment ; il reste une chute. Et ainsi de suite... Au bout 
de combien de tels découpages te reste-t-il une chute carrée ? 


Quelles sont les dimensions de cette chute ? 


la figure ci-dessous, les droites d et £ sont sécantes en À ; 


droites d et d' sont perpendiculaires, ainsi que £ et £%'. 
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Tu disposes d'une équerre de taille 
"normale (si elle est trop grande, 


cet exercice n'a pas d'intérêt). 
Trouve une méthode pour tracer la 
droite passant par A et perpendi- 
culaire à d , en utilisant seulement 


{on équerre. 





(1) Trace deux droites d et £ Sécantes en un point À. Marque sur d 
un point B différent de À » et un point C sur £ » différent 
de A. Trace la parallèle d' à d passant par C. Trace la paral- 
lèle £' à £ passant par B 
Explique pourquoi nous n'avons que les deux possibilités suivantes : 


> ou bien les angles de la figure sont tous droits 
> où bien aucun n'est droit. 
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COMMENTAIRES sur Les  EXERCICES 





. exercice 1 . mots clefs : inégal ité du tuangle - proportionnalité. 


> Du point de vue de la géométrie, c'est une application 
de l'inégalité intuitive : ‘le plus court chemin pour 
aller de A en B..."'". (En modifiant un peu le texte, 
voilà une activité permettant d'approfondir, en 6e, la 
notion mathématique de distance, par opposition aux 
notions de distance par la route, par le train...). 
Cette inégalité intuitive a comme cas particulier l'iné- 
galité du triangle proprement dite. Et bien sûr, plus 
la route est sinueuse, plus le pourcentage d'augmentation 


est élevé. 


»> Par exemple, pour ‘'Lunéville-Château-Salin" : 
. distance entre les "points" de la carte : 26 mm . 


. distance réelle entre les deux villes : 26 x 1000000 mm 
soit 26 x 1000 m , soit 26 km . 


. distance par la route : 34 km . 


. différence : 8 km ; en pourcentage : 


se 600". : 
be 5e x 100 Tes 30,8 ; 
(30,8 est une valeur approchée du nombre _. e 


»> Bien sûr, ce type d'activité a sa place dès la 6e 


. exercices 7, 3, 4 . mots clefs : inégalité du triangle. 


. exencice 2 » Il serait a priori artificiel de demander la moindre 
justification. (La construction est possible puisque 


l'élève l'a faite !). 


. exencice 3 Par contre, dans l'exercice 3 , il est tout à fait 
intéressant d'expliquer l'impossibilité des construc- 
tions ; par exemple : ‘si la construction était possible, 
on devrait avoir : 8 < 4,2 + 3,6 , ce qui est faux...". 
(L'élève comprendra peut être assez vite qu'il suffit 
de repérer la plus grande des longueurs et de la comparer 


à la somme des deux autres). 
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. exercice 4 %» C'est une variante des deux précédents. On peut éven- 


. exercice 5 . 


tuellement le prolonger en cherchant les conditions 

sur ÀC pour pouvoir construire le point A . On est 
amené à écrire et à résoudre des inéquations : d'abord 

R + 28 > 9 puis 22 <£ +9 (ce qui sera plus diffi- 
cile). On peut penser que 3% > 9 sera vite traduit 

par £ 23 et L+2<2+9 par £ < 9 ; les nombres 
qui interviennent sont entiers et simples, ceci facilite 
grandement la tâche. Si une solution "intuitive" est 
ainsi donnée, on peut s'en contenter. Mais on peut 


aussi saisir l'occasion de rappeler les calculs sur les 


inégalités qui ont été vus en 5e . 


mots clegs : inégalité du triangle - proportionnalité - 
muse en facteurs. 


Compte-tenu de l'inégalité du triangle, il n'y a que 
quatre itinéraires à comparer. On commence par les 
comparer à la règle graduée (et en calculant la longueur 


du demi-cercle). 


Les élèves vont mesurer HQ et multiplier par 7m +. Ils 
vont utiliser m1 3,14 ou 7% 3,1416 . Cela leur 
donnera l'occasion de faire une belle multiplication ; 
mais, sans aborder le calcul d'erreur, on peut leur 
faire remarquer que, comme ils ont trouvé les uns 

MQ = 6,6 cm , d'autres 6,7 cm voire 6,8 cm , il est 
bien inutile d'utiliser autant de décimales de 7 ; 

3,1 aurait suffit. On peut approfondir ceci en donnant 
des encadrements des longueurs trouvées. (Par exemple, 


en prenant 6,8 < MQ < 7,0 et 3,1 < mr < 3,2) . 


L'échelle est inutile pour répondre à la question; par 
exemple : 
20000(a + b + c + d) < 20000(e + £ + g) 


équivaut à : arbore + Eté: 


Il se peut que des élèves en aient une conscience intui- 
tive. L'explication est une occasion de revenir sur les 
méthodes du calcul algébrique : mise en facteurs, calcul 


d'inégalités. 
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> Enfin, il est tout aussi intéressant de refaire l'exer- 


. EXEACÉCE 6 . 


. exencice f . 


> 


cice avec uniquement un compas : en reportant les 
longueurs bout à bout sur une droite donnée. Le demi- 
cercle peut alors paraître gênant ; mais tout s'arrange 
si l'on porte sur ce demi-cercle P' et Q' tels que 
MP' = MP et P'Q' = PQ : 


p' Q 


M P 


Arc MP' + Arc P'Q' + Arc Q'Q > MP' + P'Q' = MP + PQ 


mots clefs : LNEGAAE tuangulatre - Mnéalités mathé- 
m ue SAGUE . 
On a bien sûr encore : 13 < 8 + BC d'où BC > 5 (cm). 


Avec la précision permise par les instruments (et la 
nature de la figure) il est raisonnable de conclure, 

au mttimètre près, que AB 13 em , ACæ 8 cm et 

BC æ 5 cm ; lorsque le point C est "près" du segment 
[AB], les longueurs AB et AC + BC sont très proches 
et paraissent égales quand on les mesure avec une règle 
graduée. (S'il le fallait, on rappellerait la règle du 
jeu : lorsque l'on dit dans un énoncé : AB = 13 , 

AC = 8 (en cm), il s'agit d'égalités mathématiques 


supposées rigoureuses). 


mots clefs : inégalité du triangle. 

Ici, on trouve un énoncé ouvert : on laisse les élèves 
découvrir eux-mêmes que plus on s'approche de I , plus 
le résultat est petit. Mais cet exercice exploratoire 
n'a guère d'intérêt, sinon celui de faire effectuer des 


mesures. Ce qui est important, c'est le raisonnement qui 


. eXeACACe & . 
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va suivre. En écrivant notre somme sous la forme 

(MA + MD) + (MB + MC) on peut mettre les élèves sur la 
voie, puisque MA + MD > AD = IA + ID et MC + MB > CB = 
IC + IB . Ici encore on va retrouver des petits calculs 


d'inégalités. 


Variante: On aurait pu donner uniquement les 


quatre points ABCD , sans les joindre. La découverte du 
point réalisant le minimum est moins immédiate. (Si vous 
prenez une autre figure, et si l'un des points est inté- 
rieur au triangle formé par les trois autres, la solution 


est beaucoup plus délicate). 


mots clegs : intersections de cercles - inégalité du 
nq£e. 


Pour un point B hors du segment [MN], on a 

MB + NB > MN = 8 cm , on ne peut donc avoir MB = 3 cm 

et NB = 5 cm. Un point commun à C et D ne peut donc 
être que sur le segment. Et bien sûr, un seul point du 


segment convient : c'est le point A. 


Dans la seconde question, on trouve une difficulté sérieuse: 
un raisonnement par analyse d'une figure qu'on ne sait pas 
encore tracer avec précision. Il va falloir raisonner sur 
une figure imprécise, qui n'aura comme propriétés que 

celles qu'on lui attribue conventionnellement, et que le 
dessin représente assez mal. Les élèves auront probable- 
ment beaucoup de peine à trouver eux-mêmes la solution. 

Peut être les aidera-t-on en demandant d'abord : "Comment 
faut-il choisir le point P pour que le cercle de centre 


P et de rayon #4 cm soit tangent extérieurement à C ?". 


»> Reman qu e : Les amateurs de beaux dessins pourront 


faire tracer des cercles E successifs en variant leur 
rayon. En joignant les centres, on voit apparaître une 


courbe ; c'est une branche d'hyperbole. 


Varniante : On peut partir de deux cercles C et D 
tangents intérieurement, et chercher des cercles tangents 
intérieurement à l'un et extérieurement à l'autre. Le 


problème est analogue. Les centres sont sur une ellipse. 


. exencice 9 . mots clefs : inégalité du triangle - calcul d'inéqalités . 


> Le tracé se fait ou pas, suivant l'angle des deux 
segments initiaux ; avec les valeurs données, les angles 
obtus conviennent. Après deux ou trois tentatives, un 


élève devrait trouver une solution. 


> Majorer AC (par AB + BC et par AD + DC) devrait 
être à la portée des élèves. Minorer est plus difficile : 
il faut d'abord appliquer l'inégalité du triangle en 
prenant pour base un autre côté du triangle ; il faut 
ensuite résoudre des inéquations du type AC + 4 > 6 . 
Elles sont très simples et on peut penser que les élèves 
les résoudront ‘à vue". On peut en rester 1ä, ou bien en 
profiter pour revenir sur le calcul des inégalités de 
façon systématique (ie : en rappelant quelques règles 


vues en 6e et 5e). 


s 


»> Enfin, nous ne résistons pas à l'envie de vous suggérer 
de faire réaliser un quadrilatère déformable avec des 
barres de ‘'Meccano"'. On voit alors apparaître matériellement 


des contraintes sur les diagonales. 


. exencice 10 . mots clefs : inégalité tuiangulatre. 


> Vu les données numériques, l'échec de la première tenta- 
tive de construction se passe éventuellement de commen- 
taires. C'est surtout la deuxième qui nécessite une 
explication : "Si la construction était possible, 13 
serait inférieur à 3 + 4,4 + 5,2". L'élève découvrira 
cette explication, soit ‘'intuitivement'', soit en dessi- 
nant une figure (nécessairement fausse) sur laquelle il 
portera les données : 13 ; 3 ; 4,4 3 5,2 ; puis il appli- 
quera, soit l'inégalité triangulaire, soit ‘le plus court 


chemin 7 


© Remviques générales sur Les exercices 11 à 16 : 


> Les exercices de tracé, d'exécution de programme, de 
fabrication de programme de dessin sont un des artifices 
les plus simples pour traiter un tel chapitre de "révi- 


sion''. Ils peuvent prendre des formes diverses : 


. On peut demander d'exécuter pas à pas un programme. 
. On peut demander d'écrire un programme de construction. 


= 


. On peut demander à un élève de décrire une figure, 
qu'un autre va tracer. 


Sur le plan du vocabulaire, c'est un excellent moyen 

pour déterminer le vocabulaire qui est compris des élèves, 
et aussi celui qu'ils sont capables d'employer. On peut 
même se faire une idée de celui qu'ils emploient entre 
eux. Ceci permet, en début d'année, d'éviter les longues 
listes de définition, et de ne traiter de ce programme 

de révision que les points qui sont effectivement mal 


connus. 


Notons que le fait de dessiner au tableau des triangles 


ABC dont la base est [AB] comme ceci : 


@ des triangles rectangles comme ceci : 


© des losanges comme ceci : 


Ô et des carrés sur leur pointe 


peut aussi faire disparaître certaines mauvaises 


habitudes. 


. exercices 11, 12, 13 . mots se : perpendicutaires - MeAUAC - AA. 
pliage » Aégionneme ; 


Ce sont des tracés. Leur seule utilité est de vérifier 
qu'un certain vocabulaire est connu des élèves. On peut 
varier les exemples de façon à passer en revue tous les 
mots dont on aura besoin dans la suite. Nous ne l'avons 


pas fait. 


Notons que les exercices 11 et 13 se terminent par un 
raisonnement utilisant le calcul de l'aire d'un triangle : 
on calcule une aire de deux façons différentes, le résultat 
est donc le même ; et on en déduit... On aurait pu aussi 
faire exécuter de tels dessins, sans chercher à terminer 
par une constatation que l'on prouve ensuite. C'est 


affaire de choix. 


Notons aussi que l'on peut, à propos de ces exercices, 
faire d'utiles discussions sur le vocabulaire, sur les 
tournures de phrases (utilisation des mots : "le, un, la, 
une''...). On aura quelquefois intérêt à demander aux 
élèves de modifier certains points du programme (par 
exemple réécrire le début de 13 en utilisant la notion 

de demi-plan - ou en disant : ‘le segment [MB] ne coupe 
pas la droite (IC) ...'" ; il y a là une excellente 
occasion de parler du régionnement d'un plan par une 


droite, sans faire des théories fumeuses. 


. exencices 14, 15, 16 . Ici, c'est L'élève qui écrit Le programme. 


. 
> 
> 
> 
« 
& 
e 
>» 
>» 
# 


On constatena certainement : 


La pauvreté du vocabulaire employé. Beaucoup de mots que 
les élèves avaient compris dans les exercices précédents, 
sont inemployés ici. Dégager des différents textes un 
programme correctement écrit, peut être le but qu'on se 


fixe dans une telle activité. 


L'analyse de la figure (par quel point va-t-on commencer ?) 
est une difficulté sérieuse : un certain nombre d'élèves 
seront gênés par la liberté qui leur est laissée de 

choisir les premiers éléments de la figure. C'est qu'ils 


ont encore du mal de concevoir celle-ci indépendamment 





de la feuille sur laquelle elle est tracée (d'ailleurs 
quand ils décrivent une figure, ils parlent du point 
en haut" ou du point "à gauche" d'un cercle). Nous les 
guiderons s'il le faut, en imposant éventuellement les 


premiers éléments à repérer ; par exemple, les trois 


points O0, À, B de l'exercice 15. 


»> Bien sûr, plusieurs méthodes sont possibles pour repérer 
les autres points. D'une manière générale, remarquons 
que pour repérer un point X , on peut donner la distance 
XA et la distance XB (A et B étant déjà repérés) 
puis on précise par régionnement (ou en considérant une 
troisième distance XC , C étant déjà repéré). On peut 
aussi projeter sur (AB) , donner la position du point 
projeté et la distance de X à (AB) (puis préciser 
par régionnement). En systématisant le procédé, et en 
projetant ensuite sur deux droites non parallèles, on 
pourrait ainsi commencer à introduire le repérage d'un 
point du plan par deux coordonnées. On ira plus ou moins 


loin dans cette voie. 


. exencice 17 . mots clefs : perpendiculaires et parallèles. 


»> Il peut s'agir tout autant d'appliquer des énoncés admis 


auparavant, que de les dégager à l'occasion de l'exercice. 


. exercice 18 . mots clefs : pliage - carré - perpendiculaïres et 
paraltetes - Tu) , 


»> C'est un pliage que les élèves connaissent puisque 
c'est la première étape de la confection d'une cocotte 
en papier. Il n'est pas nécessaire d'avoir traité les 
parties 2 et 3 (symétrie, rectangle) pour se convaincre 
que l'on obtient bien un carré ! (bien que l'énoncé ne 
le demande pas). En effet, le pliage effectué superpose 
certains côtés et certains angles ; il est donc clair 
que le quadrilatère que l'on a découpé a trois angles 
droits ; donc le quatrième est droit (''perpendiculaires 
et parallëèles'"" ; exercice 17). C'est un rectangle. De 
plus, sa "longueur" et sa "largeur" se superposent dans 


le pliage ; c'est donc un carré. 
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»> La seconde partie permet, si vous le souhaitez, de 
parler du PGCD : la dernière chute carrée a pour côté 
le PGCD des côtés (attention ! À£ faut que ceux-ci soient 
de mesure entière, sinon Le processus ne s'arrête pas 
{ou jours) . 


exercice 19 . mots clefs : perpendiculaires et parallèles. 





> Dans ce type d'exercice, l'accent est mis automatique- 
ment sur l'explication à fournir. Le raisonnement par 
l'absurde parait ici très naturel. On le fait sans même 
y penser : "si les droites %' et d' étaient paral- 


lèles, alors...". 


. exencice 20 . mots clefs : perpendiculaires et parallèles. 


> C'est une belle situation,où la règle du jeu est très claire. 


L'élève doit penser à tracer une parallèle intermédiaire... 


»> Faire la construction, c'est déjà très bien ; la justifier 
c'est encore mieux : c'est un petit exercice de rédaction 


utilisant deux énoncés sur ‘parallèles et perpendiculaires". 
P P 


. exercice 21 . mots clefs : perpendiculaires et parallèles. 


»> Par rapport à ce qui précède, il y a une petite difficulté 
logique ; il est bon de laisser un peu les élèves se 
débattre avec ce genre de question. L'idée est de montrer 
que, dès qu'un angle est droit, les autres sont droits. 

A partir de 1à, il est évident que : ou bien aucun n'est 
droit, ou bien tous le sont. (Les élèves auront bien sûr 
reconnus selon le cas : un rectangle ou un parallélogramme; 
nous reviendrons sur ces quadrilatères dans les parties 


ultérieures). 
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« © PARTIE 2 


MÉDIATRICE d’un SEGMENT — SYMÉTRIE par RAPPORT à une DROITE 


losange 


»>- En géométrie, il est indispensable 
d'utiliser de temps à autre du papier 
non quadrillé. 


»> Cette partie 2 est conçue pour être 
abordée très tôt. 


»> Deux ou trois feuilles de papier calque 
sont indispensables pour exploiter 
© convenablement le contenu de cette 


partie. 
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© Introduction : 


Pour le professeur, l'existence et les propriétés de la symétrie 
axiale peuvent être considérées comme les axiomes fondamentaux de la 


géométrie de 4e . Ce seront les derniers. Mais deux remarques s'imposent : 


1. Dans les exercices élémentaires, la médiatrice interviendra 


plus souvent que la symétrie axiale. 


2. La symétrie axiale jouera dans la classe un rôle modéré dans 
les prochains chapitres. Elle interviendra essentiellement 


deux fois : 


> D'une part pour établir les propriétés du rectangle, mais 


vous pourrez considérer - éventuellement - qu'il est inutile 


de les démontrer (partie 3 : "rectangle, triangle rectangle"). 


»> D'autre part pour établir les propriétés de la symétrie 
centrale. Nous vous indiquerons cependant deux autres atti-— 
tudes, n'utilisant pas les propriétés de la symétrie axiale 
(partie 4 : "droite des milieux, parallélogramme, symétrie 
centrale"). 


C'est pourquoi, dans le premier paragraphe, nous préférons 
étudier ou revoir la médiatrice à l'aide d'une manipulation iso 
Dans le second paragraphe, nous définissons classiquement la symétrie 
axiale. Mais la démonstration de ses propriétés à partir de la média- 
trice est un exercice bien compliqué, compte-tenu de la simplicité des 
propriétés à démontrer. Nous avons donc préféré convaincre l'élève de 
ces propriétés par une nouvelle manipulation satesineett), Puis dans 
le court paragraphe III, nous précisons la notion de distance d'un 
point à une droite. Enfin, dans le quatrième paragraphe, nous étudions 
le losange ; ceci aurait pu se faire en grande partie avant l'étude de 


la symétrie axiale. En effet, mis à part le parallélisme des côtés op- 


posés, l'étude du losange est un exercice d'application de la médiatrice. 


(*) voir la remarque ’expérience physique et expérience raisonnée”, page 46 
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1. MEDIATRICE D'UN SEGMENT . 





La manipulation très simple décrite ci-dessous est probablement 
exploitable dès la classe de 6e . Elle garde cependant tout son intérêt 


en début de 4e . 


Marquons deux points A et B sur une feuille de papier calque 
(ou de papier suffisamment transparent). En courbant la feuille, 
superposons exactement À et B en maintenant fermement les deux 
surfaces de contact. Puis, à l'aide de l'autre main, nous formons un 
pli d . Déplions la feuille et traçons le segment [AB] . D'après 
les connaissances acquises par la plupart des élèves de l'école primaire, 


il est évident que : 


. Le pli d obtenu est une (portion de) droite perpendiculaire à 
(AB) , car dans le pliage autour de d , la droite (AB) se 


(x) 


replie sur elle-même . 


. En notant I l'intersection des droites d et (AB) , nous 


avons IA = IB car les deux segments [IA] et [IB] sont 
supeposés par le pliage. 


Il résulte déjà de ce qui précède que le pli d est la perpendi- 
_culaire au segment [AB] passant par son milieu. Beaucoup d'élèves 


savent que cette droite s'appelle la médiatrice de [AB] : 


> Un appelle médiatrice du segment TAB] , La droite perpendiculaire 
à ce segment et passant par son milieu (£es points A et B 
étant bien sûr distincts). 


Poursuivons notre analyse : Marquons un point M sur d et 
traçons les segments [MA] et [MB] . Ces deux segments sont 


4upe/1p0s CS par le pliage, donc MA = MB . Nous énonçons : 


Enoncé 1 : %» Tous Les points de La médiatrice du segment TAB] 
sont situés à égale distance de A et B. 


(*) c'est pourquoi nous avons tenu à reparler de pliage en rappelant la notion de droites perpendi- 
culaires (première partie : “introduction à la géométrie”). 
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Puis, marquons un point N hors de d, 

par exemple dans le demi-plan contenant À . 
Le segment [NB] coupe d en P . Traçons 
les trois segments [NA], [NB], [PA] et 
utilisons l'inégalité triangulaire énoncée 
dans la partie 1 : "introduction à La géomé- 
tue" . Le point P n'appartient pas au 
segment [NA], donc nous avons : NA< NP + PA ; 
mais PA = PB puisque P est sur d 


Nous avons donc NA<NP+PB , soit encore 





NA < NB . De la même façon nous aurions 
NB < NA si N était dans le demi-plan 
contenant B . (Signalons que l'idée de 
considérer l'inégalité triangulaire pour les trois points A, P, N 
est remarquablement naturelle : Supposons que l'élève ait seulement 
joint [NA] et [NB] ; s'il effectue le pliage, le triangle APN 


apparait spontanément...). Nous avons obtenu : 


»> Si un point n'est pas sur La médiatrice de TAB], &£ n'est pas 
équidistant de À et B. 


Afin de motiver une autre forme de ce dernier énoncé, laissons 
par exemple l'élève justifier la construction de la médiatrice à la 


règle et au compas. (Il connait en général cette construction) : 


C Le point C est équidistant de A et B, 
donc il est sur la médiatrice de [AB] : 
ï s'il ne l'était pas, le point C ne serait 
pas équidistant de À et B (d'après 
ES _ l'énoncé précédent). De même, le point D 
N est sur la médiatrice de [AB]. La médiatrice 
si 


de [AB] passe par C et D , donc cette 


médiatrice est la droite (CD) . 


La démonstration précédente contient un petit raisonnement par 
l'absurde, d'ailleurs très simple. Pour l'éviter dorénavant, nous 


énoncerons l'énoncé suivant (synonyme du dernier énoncé cité ci-dessus) : 


Enoncé 2 : % Si un point est équidistant de A et B, 4 est 
situé sur La médiatrice de TAB] . (A # B, bien 4ûn). 
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Pour ce qui concerne l'apprentissage du raisonnement et sa 
rédaction, la ‘'médiatrice''" est l'un des outils privilégiés que nous 
rencontrerons en classe de 4e . Vous ne trouverez guère que deux 
ou trois types de démonstrations particulièrement stapies #1) utilisant 
les énoncés ci-dessus. L'élève devra les ‘'reproduire'' dans des exer- 


cices variés. 


Citons deux exemples : 


© Premier exemple (énoncés 1, puës 2] : 


Ayant fait constater que les trois média- 
trices d'un triangle paraissent toujours 
concourantes, expliquons cela par une 
démonstration : Soit I le point d'inter- 
section des médiatrices des côtés [AB] 
et [BC] d'un triangle ABC . Prouvons 
que I est aussi sur la médiatrice de 
[AC] : Le point I se trouve sur la 
médiatrice de [AB], donc IA = IB 
(énoncé 1). De la même façon, nous avons 
IB = IC . Il en résulte que IA = IC . 

Le point I se trouve donc aussi sur la 


médiatrice de [AC] (énoncé 2) . 


© Deuxième exemple (énoncé 2] : 


Le schéma ci-contre représente un cerf-volant. 
Pourquoi les droites (AC) et (BD) sont- 
elles perpendiculaires ? 

. Nous avons AB = AD , donc le point À se 
trouve sur la médiatrice de [BD] . 

. Nous avons CB = CD , donc le point C se 
trouve sur la médiatrice de [BD] . 

C Il en résulte que la médiatrice de [BD] 

est la droite (AC) . Les droites (AC) 


et (BD) sont donc perpendiculaires. 


———— 


‘ 


(*) de telles démonstrations peuvent peut être s'envisager avant la 4e, ainsi que certaines démonstra- 
tions simples utilisant le rectangle ct le triangle rectangle (partie 3). 
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La ‘'médiatrice'' intervient dans de nombreux exercices de cette 


partie. En particulier, les huit premiers peuvent se proposer dès 


_ 


maintenant. Nous retrouverons souvent la ‘médiatrice'"" au long de la 


géométrie de 4e . 


Expérutence physique et expérience raisonnée : 


A titre d'exemple, neprenons La manipulation précédente à 
L'instant où nous marquons un point M sur Le pli. Nous aurions pu 
nous contenter de mesurer MA et MB , puis de recommence avec 
d'autres points... Nous aurions fait alors une expérience physique. 
Ce n'est pas du tout comme cela que nous avons procédé. Nous avons 
aÂgüumé que MA = MB parce que Le pliage superpose [MAI et [MB]. 
Comprendre La notion de Longueur, c'est prendre conscience de L'exts- 
tence d'une certaine relation invariante après transport de La feui£te. 
Douter du fait que La superposition de [MAI et [MB] implique qu'££s 
aient même Lonqueur, serait nemettre en cause La notion même de £on- 
gueur (acquise entre 8 et 10 ans). Quant à douter de La superposition 
elle-même, ce serait absurde : La superposition de [MA] et [MB] 
est inscrite" dans La nature de notre manipulation. Pour L'élève, 
ces considérations sont aussi convaincantes qu'une démonstration 
gormelle peut L'être pour vous. Nous appelons cela une expérience 
ou manipulation rnatsonnëe. 


O O 





2) 
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11. SYMETRIE PAR RAPPORT À UNE DROITE . 





, > Une droite d étant donnée, Le symétrique 
d'un point M par rapport à La droite d 
est L'unique point M' tel que La droite d 
soit La médiatrice du segment [MM'I . 
Sauf si M est sur d , auquel cas M'= M. 


La construction de M' est très facile. 
Il est bon de proposer plusieurs construc- 
tions - en variant les instruments - et de 
les justifier. La construction utilisant 
seulement deux cercles, demandée dans 
l'exercice 9 est moins classique, mais 


peut être plus attrayante. 


Nous introduirons progressivement un minimum de vocabulaire : la 
symétrie par rapport à La droite d , notée sq est la transformation 
(ou application) qui transforme chaque point du plan en son symétrique 
par rapport à d ; S 4 (M) = M' . Nous dirons aussi que le transformé 
de M (ou image de M) par la symétrie sy est le point M'. 

Notons que l'expression ‘M' est le symétrique de M par rapport à d" 
est souvent remplacée par "M et M' sont symétriques par rapport 

à d''. Nous n'abuserons pas de cette dernière expression car elle 
privilégie - sans raison - la notion de relation par rapport à la 


notion de transformation. 


Ainsi que nous l'avions expliqué dans l'introduction, nous pré- 
férons fonder les propriétés de la symétrie axiale sur une manipulation 


raisonnée. 


© Manipulation éondamentale. : 


On pourrait penser au pliage "classique" d'une feuille de papier 
mais une telle manipulation présenterait des inconvénients, à la fois 
matériels et conceptuels. En s'en tenant aux seconds, signalons que 
la transformée d'une figure coupant l'axe apparaitrait en deux morceaux 
artificiellement reliés entre eux ; par exemple, le transformé d'une 
droite coupant l'axe apparaitrait comme la réunion de deux demi-droites 
dont l'alignement ne serait pas absolument évident. Dans le même ordre 
d'idées, la symétrie apparaitrait davantage comme une relation entre 


deux demi-plans plutôt que comme une application du plan sur le plan. 





——————————————————.——…—…——— 
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0€ 
Considérons plutôt la manipulation 
suivante, tout aussi simple. Le papier z 
calque y apparait comme un véritable 
instrument, indépendant du plan lui- 
même. Lequel plan - feuille de papier 
ou tableau - n'a plus besoin d'être 
plié. La manipulation est donc aussi 


réalisable au tableau. 


Traçons une droite d et marquons deux 
points À et B sur cette droite. 
Considérons par exemple la figure cons- 
tituée par la lettre GA #b ci-contre. 
Sur un morceau de papier calque, décal- 
quons au crayon cette figure, ainsi que 
la droite d avec ses points A et B. 
Appelons a et b les décalques de A 
et B . Retournons alors le calque 

recto verso et replaçons a sur À 

et b sur B (d se replace automa- 
tiquement sur elle-même !). Nous repro- 
duisons alors sur le tableau ou la 
feuille, la figure décalquée. Pourquoi 
la figure obtenue est-elle la transformée 
de la première par la symétrie par 


( 


* . . 
rapport à d E L'explication est 


simple : chaque point du plan est bien 


transformé en son symétrique par rapport 


= 


à d . En effet, prenons d'abord un 
point hors de d , M par exemple ; 


nous avons appelé M, son transformé 


par la manipulation précédente. Le 


point À est équidistant de M et M, 


puisque [AM] et An] sont évidem- 


ment superposables : c'est dans £a 


nature même de notre manipulation. De 


même, B est équidistant de M et M,. 


(*) si vous avez préféré faire cette manipulation avant de définir la symétrie axiale, la démonstration 
qui suit reste valable en adaptant le vocabulaire. vous prouvez que d est la médiatrice de [MM] Fe é 
vous débouchez sur la définition de la symétrie axiale, 
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Il en résulte que d = (AB) est la médiatrice de [re] . Le 


. point M, est donc bien le symétrique de M par rapport à la 


| 
droite d. 


Prenons enfin un point situé sur d , P par exemple. Il est 
clair que P, = P : dans notre manipulation, les points de d restent 


fixes. Ici encore P, est bien le symétrique de P pâr rapport à d. 


© Les propriétés fondamentales de La symétrie axiale : 


On notera M', N'... au lieu de s (M), s (NN)... 


Les trois premières propriétés sont en fait "contenues" dans 


la définition donnée au début. 
1. Si M n'est pas sur d , la droite d est la médiatrice 
\ de [MM'] . 


s 2. La symétrie par rapport à d laisse les points de d fixes 
et ceux-là seulement (si M est sur d , alors M' =M ; 


si M n'est pas sur d , alors M'#M). 


3. Si Q est le symétrique de P par rapport à d , alors P 


est le symétrique de Q par rapport à d. 


&. La symétrie par rapport à d conserve les distances : M'N'=MN 


pour tous les points M et N du plan. 
Par une symétrie axiale : 
5. Toute droite est transformée en une droite. 
6. Le transformé du segment [XY] est le segment [X'Y'] . 


: 7. Deux droites perpendiculaires se transforment en deux droites 


perpendiculaires. 


8. Deux droites parallèles se transforment un deux droites parallèles. 


= 


Toutes ces propriétés sont évidentes à partir de notre manipu- 
lation. Ne parlons plus des trois premières qui, au langage près, 
sont contenues dans la définition d'une symétrie axiale. Quant aux 
(x) 


autres, répétons que la notion de longueur est basée sur un certain 


# ” ‘ . : re ‘ ; 
(*) voir aussi la remarque ’’expérience physique et expérience raisonnée, page 46 
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principe d'invariance après transport. De même les droites, droites 
parallèles, angles droits... sont des objets dont l'invariance de la 
nature après transport, est considérée par l'élève comme une évidence. 
Bien sûr il est bon que l'élève réfléchisse sur chacune de ces pro- 
priétés, en transformant effectivement par notre manipulation les 
objets considérés (droites, segments, droites parallèles...). Notons 
que, mathématiquement, la propriété 4 (isométrie) permet de déduire 
toutes les suivantes !*/. Mais les propriétés de la symétrie axiale 

sont tellement évidentes dans La manipulation que nous avons décrite 
que seule une démonstration {184 simple serait à la rigueur acceptable. 


Or une telle démonstration est un exercice compliqué, surtout en début 


de 4e . 


O O 


(*) la propriété 4 elle-même peut se déduire des énoncés sur la médiatrice (auxquels on ajoute 
l'isométric des côtés opposés d’un rectangle). | 
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111. DISTANCE D'UN POINT À UNE DROITE . 


On se donne une droite d et un point A 

non situé sur d . Appelons H le pied de 

la perpendiculaire à d passant par A. 
Soit K un point quelconque de d , distinct 
de H . Nous avons AH < AK . Voilà une 
propriété très visible. Doit-on l'admettre ? 
C'est raisonnable ; mais sa démonstration 

est elle-même suffisamment simple pour être 


m envisageable : 


Construisons le symétrique A' de A par 
rapport à d . Le point K n'appartient 
pas au segment [AA'] donc AA'< AK+KA' 
Mais KA = KA' puisque K est sur la 
médiatrice de [AA'] . Nous avons donc 


AA' < 2AK ; d'où 2AH < 2AK ; d'où AH< AK . 


Le point H est le point de d le plus 
proche de A . La longueur AH s'appelle 


distance de A à la droite d'". 


(Pour la distance de deux droites et l'ensemble des points situés 


à une distance donnée d'une droite donnée, voir les exercices 19 et 20). 


A 
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IV.  LOSANGE . 


Tout d'abord, une mise au point sur la notion de quadrilatère 


s'impose : 


© Remarque importante sur Les quadrilatènes : 


Les mots quadrilatèrne , sommet , côté , côtés opposés , déago- 
nale... devraient être familiers à L'élève de 4e . Décrire une 
gigure fait partie des programmes de 6e et 5e . IL peut cependant être 
nécessaire de faire quelques rappels à ce sujet. Ceux-ci ne doivent 


en aucun cas apparaitre comme des définitions mathématiques, mais 


comme des précisions de vocabulaire. La question de savoir 44 un 
points ou de 
4 (3] côtés, voire 46 c'est une portion de plan, n'a aucun intérêt. 
Par contre, 4£ est indispensable de dire si L'on accepte ou non puni 
Les quadrilatènes ceux qui sont aplatis, ou ceux qui ont des sommets 
confondus. Ici encore, ce sont des conventions de vocabulaire. Elles 


quadri£atère (ou un triangle) est La donnée de 4 (3) 


n'ont aucun intérêt mathématique. Ce n'est pas une erreur de dire 


que 4 points alignés déterumtnent (ou ne déterminent pas) un quadrt- 
latène. Mais À peut être commode de 5e fixer une règle du jeu. 
Celle-ci peut différer d'une classe à L'autre. Dans un souci de 4im- 
pligication et de clanté pour L'élève, nous avons adopté, dans toute 
La géométrie de 4e , Le point de vue qui suit. L'élève devra savoir 
que Lorsque nous dirons "quadrilatène ABCD" &£ sera entendu que : 


a] Les quatre sommets A, B, C, D sont tous distincts et ne 





40 pas 4 es sut une meme OALE . 


b] Ses côtés sont Les segments [AB], [BC], [CD], 


gon es 40 eA segme . 


[DA] et se4 


En particulier, l'élève devra prendre conscience qu'il ne faut 


surtout pas nommer les sommets dans n'importe quel ordre. 


quadrilatère ABCD ne noms A quadrilatère ADBC 
autres noms : 
BCDA , C 
DBCA 
C 
CDAB , DABC , CADB , ACBD 
ADCB , DCBA , BDAC , DACB 
CBAD , BADC. D | i 
( 
B 
A  uadrilatère ACDB autres noms : 


7 CDBA , DBAC , BACD , 
c ABDC , BDCA , DCAB , CABD . 


B 








VAE 


53 


Abordons maintenant l'étude du losange. Un losange est un 
parallélogramme particulier, mais, puisque nous avons choisi de 
parler d'abord du losange, et plus tard du parallélogramme, cette 


propriété n'apparaîtra jamais dans ce qui suit. 


@ Propriétés du losange : 


Tout losange a les propriétés suivantes : 


l. Les côtés ont même longueur. 

2. Les diagonales sont perpendiculaires. 

3. Les diagonales se coupent en leur milieu. 
4 


. Les côtés opposés sont (deux à deux) parallèles. 


® Connaissances à acquérir : 


Il parait raisonnable de souhaiter qu'un élève de 4e connaisse 


les quatre propriétés ci-dessus et qu'il sache : 


> a) que tout quadrilatère qui possède la propriété 1 est un 


losange (donc possède les propriétés 2, 3 et 4). 


> B) que tout quadrilatère qui possède les propriétés 2 et 3 


est un losange (donc possède les propriétés 1 et 4). 


Au moment de l'étude du parallélogramme, on remarquera, bien 


entendu, que tout losange est un parallélogramme. 


Les élèves ont rencontré le losange depuis le cours moyen au 
moins. Ils ont appris à le reconnaître et même à le construire en 
utilisant l'équerre et le compas ; de ce fait, certains savent que 


la propriété 1 ou les propriétés 2 et 3 caractérisent les losanges. 


© Démarche proposée : 


Dans la plupart des manuels, le losange est présenté par une 
définition. Suivent alors un certain nombre de théorèmes démontrés 
à partir de cette définition. Dans ce cas particulier, nous pensons 
que cette démarche pourrait conduire à des confusions : la figure 
est connue depuis longtemps, et chaque élève en a une conception 
personnelle. Il y a peu de chances pour que la définition du manuel 


coïncide avec celle qui a été donnée au C.M. ou en 6e . Donner à 
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l'élève une définition différente de celle qu'il croyait avoir 
retenue, ne peut que jeter le trouble dans son esprit (on s'étonnera 


ensuite que les élèves confondent théorèmes et définitions !!). 


Dans ces conditions, nous pensons que les propriétés 1, 2, 3 
et 4 forment un tout indissociable ; c'est-à-dire qu'à la question : 
“qu'est-ce qu'un losange ?", on doit répondre : "c'est un quadrilatère 
qui possède les propriétés 1, 2, 3, 4" . Cela tiendra lieu de défi- 
nition. Notons que, mathématiquement parlant, elle est surabondante ; 
peu importe. Nous proposons ensuite deux caractérisations du losange 
(voir «œ et B ci-dessus). Si l'on excepte la preuve de la propriété 4 
(parallélisme), les démonstrations de ces 


deux caractérisations sont un exercice 


D 


simple et typique sur la médiatrice, que 


l'on ne manquera pas de proposer. 


Quant à la propriété 4, elle est plus 
délicate à prouver. Voici à titre indicatif 
une démonstration. Si les droites (AB) 

et (CD) n'étaient pas parallèles, elles 

se couperaient en un point E (hors de 

la feuille ou du tableau bien sûr ! peut 

être très loin...). En considérant la 
symétrie par rapport à (AC), on en déduirait 
que les droites (AD) et (BC) se coupe- 
raient en un point Ej» symétrique de E 

par rapport à (AC) . En considérant enfin 

la symétrie par rapport à (BD), on en 
déduirait que les droites (CD) et (AB) 

se couperaient en E, , symétrique de E 


2 
par rapport à (BD) . Les droites (AB) 


et (CD) auraient donc deux points en 
commun... Œ, et E, sont clairement 
distincts). 

Lorsque nous aurons étudié la "droite des 
milieux'', nous disposerons d'une démonstra- 


tion beaucoup plus simple (partie 4, exex- 


cice 6) . 


& 
A À 





© 





® 
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ÉNONCÉS de la PARTIE 2 
TE hr tee 


> La MÉDIATRICE du SEGMENT [AB ] est /a droite qui passe par le milieu du segment [48] 
et qui est perpendiculaire à la droite (AB) (A est supposé distinct de B, bien sûr !). 


> Siun point M du plan est équidistant de À et B, ilest sur la médiatrice de [AB] (A et B 


distincts). 
> Tous les points de la médiatrice du segment [AB] sont équidistants de À et B. 


> La SYMÉTRIE par rapport à la DROITE d est une application du plan sur le plan (pour simplifier, 
on notera M’ plutôt que sq{M) le point symétrique de M). 


Si M n'est pas sur d, alors d est la médiatrice de [mm']. 

Elle laisse les points de d fixes (si M est sur d, alors M'= M) et ceux-là seulement. 
Si E est le symétrique de F, alors F est le symétrique de E. 

Elle conserve les distances : M N° = MN pour tous les points M et N du plan. 

Le transformé d'une droite est une droite. 

Le transformé du segment EXY l'est le segment X'Y' i M 


Les transformés de deux droites perpendiculaires sont deux droites perpendiculaires. 


œ nu nn à w R 7 


Les transformés de deux droites parallèles sont deux droites parallèles. 


»> La DISTANCE du POINT A à la DROITE d est la distance de À au pied H de la perpendi- 
culaire abaissée de À sur d. Pour tout point M de d autre que H, nous avons AH < AM. 


> On appelle LOSA NGE un quadrilatère dont : 


1. les quatre côtés ont même longueur. 
2. les diagonales sont perpendiculaires. 
3. les diagonales se coupent en leur milieu. 
4. 


les côtés opposés sont (deux à deux) parallèles. 
> Un quadrilatère dont les quatre côtés ont même longueur est un losange. 


> Un quadrilatère dont les diagonales se coupent en leur milieu et sont perpendiculaires est un 
losange. 


‘éi 




















utilisée par l'élève. 


| 67 : re . . | . * : | : | . 
“ É È L : Rs 2 
EXERCICES dela PARTIE 2 
» Ces exercices sont commentés dans 
. les pages 77 à 86. 
_ > L'ordre que nous avons choisi n'est 
ù NE pas impératif ; il n’est pas non plus 
5 PRESS TR DE : arbitraire. 
A ed te ee ren ue SEE, __ > Lorsqu'un exercice comporte une 
Fe Fans RE Re, . figure, celle-ci est destinée à être 


D Le ne ad ge comm nes mb née ce 
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() Trace un segment [AB] . Construis son milieu, uniquement avec 


une règle non graduée et un compas. Explique pourquoi tu as bien 


obtenu le milieu du segment [AB] 


@:. 


Trace une droite D et choisis un point A qui n'appartient 
pas à D. 

Décris une méthode permettant de tracer la perpendiculaire 

à D passant par À , en utilisant uniquement une règle et 


un compas. 


Comment ferais-tu pour tracer la perpendiculaire à D passant 
par un point B de D (toujours en utilisant uniquement 


une règle et un compas) ? 


Trace un triangle isocèle ABC où AB = AC . 


Trace la médiane issue de A (on note I le milieu de [BC]). 


Quelle est la médiatrice du segment [BC] ? Pourquoi ? 


Quelle est la hauteur issue de A ? 


Soit MNP un triangle tel que la médiane issue de M soit 
aussi la hauteur issue de M . Que peut-on dire de ce 


triangle ? Justifie ta réponse. 


Trace deux points À et B distants de 4 cm . Essaie 
de tracer un cercle passant par ces deux points. Peux-tu 
en tracer un autre ? Peux-tu en tracer beaucoup ? Où sont 


situés les centres de tous ces cercles ? 


Sur une autre figure, trace trois points C, D, E non 
alignés. Essaie de tracer un cercle passant par ces trois 
points ; cherche une construction te permettant de tracer 
ce cercle sans tâtonner (réfléchis : ce cercle doit passer 
en particulier par €C et D ; où donc doit se trouver 

son centre ?...). 

Est-il possible de tracer un deuxième cercle passant par 


C, D, E ? Pourquoi ? 
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F 
X l. Considère les quatre 
points F, G, H, I 
G+ ci-contre. Peux-tu 


tracer un cercle 

passant par ces quatre 
X points ? Explique brië- 

vement les constructions 


que tu as faites. 


Maintenant trace, au hasard, quatre points sur une feuille 
de papier ; supposons que tous tes camarades fassent de même. 
Penses-tu que beaucoup d'entre eux réussiront à faire passer 


un cercle par leurs quatre points ? 


Comment fais-tu pour 
trouver le centre du 
cercle ci-contre avec 


une règle et un compas ? 


. à: 
œ 


ù, © 
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(6) On te demande de mesurer, avec ta règle graduée, le rayon du 


cercle dont nous te donnons ci-dessous un arc. (Tu disposes 


également d'un compas). 


Gi) Les deux arcs de cercles ci-dessous sont-ils des arcs d'un : 


même cercle ? (Tu dois faire une construction convaincante ). 





On considère un triangle ABC . Trace ses médiatrices à l'aide 
d'un compas et d'une règle. Que constates-tu ? (Tu connaissais 


peut être déjà ce phénomène). Peux-tu maintenant l'expliquer ? 
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®" Trace une droite D. 


Marque un point À hors de D . Construis le point A' 
symétrique de À par rapport à D en utilisant une règle 


graduée et une équerre. 


Marque un point B hors de D (distinct de A et A'). 
Construis le point B' symétrique de B par rapport à D 

en utilisant seulement un compas. Combien de cercles (ou 
d'arcs de cercle) as-tu tracés ?Essaie de construire le point B' 
avec seulement deux cercles. Justifie cette dernière cons- 


truction. 


(10) rrace un triangle isocèle ABC où AB = AC . Trace la hauteur d 


issue de A . Quel est le symétrique de B par rapport à la 


droite d ? Justifie ta réponse. 


(in) Prends une feuille de papier rectangulaire. Trace une diagonale 


de cette feuille. On l'appelle D . 


1. 


Marque un point À qui n'appartient pas à D . Trace le 


oint A' symétrique de A par rapport à D. 
P y 


Marque un point B (distinct de A et de A'}) . 


Trace le point B' symétrique de B par rapport à D. 


Dessine la droite (AB), et sa symétrique par rapport à D 


. 


Trace le point 1l' symétrique du milieu I du segment [AB]. 


Marque un point C sur la droite (AB); et, en utilisant 
uniquement ton équerre, trace le point C' symétrique de C 


par rapport à D. 


Trace une droite À qui coupe D et qui passe par le 


point I. Trace la symétrique A' de A par rapport à D 
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(12) 1. Sur la figure ci-dessous, M' est le point symétrique de M 
par rapport à A +. Tu disposes uniquement d'une règle (non 


graduée). 


D 


a) Trace le point N' symétrique de N par rapport 


b) Trace le point P' symétrique de P par rapport à A. 





I ES 
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(2) suite 2. Et maintenant, sachant que X'. est le symétrique de X 
par rapport à D , trace le symétrique de Y , en utilisant 
uniquement une règle. 


2 


pas 


. 
, DES TES CET CES 
doit olmate s cran À av à soc méme man wr ex p mamie. deb son sure. ts Th 0e TRS ve 





%* 


Par 


en + 
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+ 
(3) 1. Trace deux points À et B . Trace six droites d,,d,,...,d8 
ù passant par B . Construis les symétriques A» Apte: AG 
du point A par rapport aux droites djrdise..s de . Que 
constates-tu ? Explique pourquoi. 

2. Réciproquement, prends un point C sur le cercle dont tu 
viens de parler.(Refais une autre figure ; ce sera plus 
clair). Le point C est-il le symétrique de A par rapport 
à une certaine droite passant par B . Trace cette droite. 

(4) Considère la figure ci-dessous, constituée de deux points À . 
et ‘B. situés du même côté d'une rivière dont l'une des rives 
v est la droite d . Tu dois te rendre de À en B en allant 


chercher de l'eau à la rivière. Voici la question : à quel 


endroit prendras-tu. de l'eau pour que ton chemin soit le plus 


court possible ? (Indécation : construits Le symétrique de A 
par rapport à d). 








66 


(15) On considère un cercle C de centre O et un point A de 


ce cercle. 


1. Trace la perpendiculaire D à (OA) passant par A . Tu 
sais probablement déjà qu'elle est tangente au cercle 
(c'est-à-dire qu'elle n'a qu'un seul point en commun avec 
le cercle). Peux-tu donner de cela une explication claire ? 


(Pense à la ‘distance d'un point à une droite"). 


2. La droite L de la figure 
ci-contre passe par À et 
n'est pas perpendiculaire 
à (OA) . Trace la droite L' 
perpendiculaire à L et 
passant par O . Trace le symé- 
trique A' de A par rapport 
à L' . Explique pourquoi A 


se trouve sur le cercle. 





3. La figure ci-dessous représente ün cercle C de centre O 
ét les droites d ét d' sont parallèles et tangentes 
au cercle en deux points A et B 


a) Démontre que les droites (OA) et d sont perpen- 
diculaires (si elles ne l'étaient pas, que te dirait 


la question 2 ?). 


b) Que penses-tu des points A, 0, B ? 
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Prends une feuille de papier et trace une droite D . 


1. Trace un cercle © dont le centre O n'appartient pas à D. 


Trace le point O' symétrique de O par rapport à D 


2. Dessine la figure symétrique de C par rapport à D . 


3. Trace un cercle J dont le centre P appartient à D . 


Trace la figure symétrique de T par rapport à D. 


&. Quels sont les axes de symétrie d'un cercle ? 


(7) 1. On considère une droite D et un cercle C dont le centre 


n'est pas sur D . Peux-tu trouver un axe de symétrie pour 


la figure formée par la réunion de C et D. Appelle le A4 


et justifie ta réponse. 


2. Essaie d'expliquer pourquoi il n'y en a pas d'autre. 


3. Examine, sur une autre figure, le cas où le cercle C est 


centré sur D. 


Trace deux droites perpendiculaires D et A , se coupant 


en un point O . Marque sur A un point À tel que OA = 4 cm. 


Trace le point B symétrique de A par rapport à D 


On appelle é l'ensemble des points M du plan tels que 
MA + MB = 12 cm. 


Soit P un point de la droite A , démontre que PA + PB 


est égal soit à 8 cm , soit à 2PO. Dessine les points P 


de À tels que PA + PB = 12 cm . 


Soit Q un point de D , démontre que QA = QB . Trace les 


points Q de D tels que QA + QB = 12 cm . 


Dessine les points R tels que RA = 3 cm et RB = 9 cm. 
11 y en a deux, pourquoi sont-ils symétriques par rapport à 


la droite À 7? 

Dessine un point S de 2 dé que SA = 4 cm. 

Soit T le point symétrique de S par rapport à D . Le 
point T appartient-il à 2 ? 


Trace encore les points de 2 qui sont à 8 cm de À, 
ceux qui sont à 7 cm de A. L'ensemble 4 est une courbe 
fermée qu'on appelle une ellipse. En joignant les points 


de 7. que tu connais, essaye de tracer cette courbe. 


Et maintenant, comment ferais-tu pout tracer la courbe e : 


avec une ficelle et deux punaises ? 


68 


Trace une droite D ; par un point O de D trace une droite À 
perpendiculaire à D . Marque sur A les points A et B tels 
que OA = OB = 5 cm . Trace les droites a et b parallèles 


à D et qui passent par A et B 


1. Choisis M sur a et trace la médiatrice du segment [MA] 
(dans la suite, on l'appelle X) . Trace le point P symé- 
trique de O par rapport à X . Pourquoi la droite (MP) 
est-elle perpendiculaire à D ? Quelle est la longueur du 


segment [MP]? Quelle est la distance de M à D? 


2. Repasse en rouge l'ensemble des points de la feuille qui 
sont à une distance de D égale à 5 cm . Colorie en vert 
l'ensemble des points de la feuille qui sont à une distance 


de D inférieure à 5 cm. 


Trace sur une feuille de papier une droite D et un point F 
situé à 3 cm de D. Trace la perpendiculaire à D passant 


par F (dans la suite, on l'appelle A) . 


1. Trace les deux droites dont les points sont situés à 5 cm 


de D. 


2. Trace les points du plan qui sont à la fois à 5 cm de F 
et à 5 cm de D. Il y en a deux. On les appelle M et N. 
Pourquoi sont-ils symétriques par rapport à À ? 

3. On appelle H le point de D tel que (MH) soit parallèle 

à A . Trace H . Trace la droite perpendiculaire à (FH) 


passant par M . Pourquoi coupe-t-elle le segment [HF] en 


son milieu ? 


(a) Trace sur une feuille un segment [AB] de 5 cm de long. 
1. ‘Trace des points C et D tels que ABCD soit un losange. 


2. ‘Trace des points E et F tels que ABEF soit un losange 


É 2 
d'aire 15 cm . 


3, Trace un losange ABGH dont l'aire soit La plus grande 


possible. 
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+ 
(22) 1. Dessine quatre points (distincts) ABCD tels que 
AB = BC = CD = AD = AC = 4 cm. 
2. Dessine un point E tel que CE = ED = 4 cm (et tel que E 
soit différent de A) . 
3. Pourquoi E, C et B sont-ils alignés ? 
&. Dessine les points A' et D' symétriques de A et D 
par rapport à la droite CE . Explique pourquoi les six côtés 
de l'hexagone ABA'D'ED sont égaux. 
5, Trace un cercle l , puis trace un hexagone régulier dont 
les six sommets sont sur ll . 
(23) J'ai tracé un quadrilatère ABCD . 
» 
le côté [AB] mesure 4 cm 
le côté [BC] mesure 4 cm . 
le segment [AC] mesure 6 cm . 
les segments [AC] et [BD] se coupent en leur milieu. 
Est-ce un losange ? (oui - non - on ne peut pas le savoir) . 
e Si tu as répondu oui : quels sont, parmi les quatre rensei- 
gnements ci-dessus, ceux qui te permettent de le prouver ? 
e Si tu as répondu non : dis pourquoi. 
°e Si tu as répondu "on ne peut pas le savoir'"' : quel rensei- 
gnement supplémentaire te faudrait-il pour savoir si c'est 
» un losange ? 
* 
Un quadrilatère MNPQ est tel que : 
le côté [MN] mesure 5 cm . 
le segment [MP] mesure 7 cm . 
les segments [MP] et [NQ se coupent en leur milieu. 
le segment [NP] mesure 5 cm . 
Est-ce un losange ? (oui - non - on ne peut pas le savoir). 
« Si tu as répondu oui : quels sont, parmi les quatre rensei- 
gnements ci-dessus, ceux qui te permettent de le prouver ? 
# ° Si Lu as répondu non : dis pourquoi. 
e Si Lu as répondu "on ne peut pas le savoir!" : quel rensei- 
. gnement supplémentaire te faudrait-il pour savoir si c'est 


un losange ? 
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(5) Un quadrilatère WXYZ est tel que : 


le côté [WX] mesure 4 cm. 
le côté [XY] mesure #4 cm. 
le segment [XZ] mesure 5 cm. 


les segments [XZ] et [WY] se coupent en leur milieu. 


1j. Est-ce un losange ? (oui - non - on ne peut pas le savoir). 


« Si tu as répondu oui : quels sont, parmi les quatre rensei- 


gnements précédents, ceux qui te permettent de le prouver ? 
+ Si tu as répondu non : dis pourquoi. 


« Si tu as répondu "on ne peut pas le savoir" : quel rensei-— 
gnement supplémentaire te faudrait-il pour savoir si c'est 


un losange ? 


2. Construis un quadrilatère possédant ces propriétés. 


J'ai tracé un quadrilatère ABCD , tel que : 


AB = BC = 4 cm. 
les droites (BC) et (AD) sont parallèles. 
CD = 4 cm. 


Est-ce un losange ? (oui - non - on ne peut pas le savoir). 


+ Si tu as répondu oui : quels sont, parmi les trois rensei- 


gnements ci-dessus , ceux qui te permettent de le prouver ? 
+ Si tu as répondu non : dis pourquoi. 


+ Si tu as répondu ‘on ne peut pas le savoir" : quel renseigne- 
ment supplémentaire te faudrait-il pour savoir si c'est un 
losange ? 


Construis un quadrilatère possédant ces propriétés. 


RE 
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(er) J'ai tracé un quadrilatère ABCD , tel que : 


AB = CD = 3 cm. 
les droites (BD) et (AC) sont perpendiculaires. 


AC = 7 cm. 
Est-ce un losange ? (oui - non - on ne peut pas le savoir). 


° Si tu as répondu oui : quels sont, parmi les trois rensei- 


gnements ci-dessus, ceux qui te permettent de le prouver ? 
e Si tu as répondu non : dis pourquoi. 


° Si tu as répondu ‘on ne peut pas le savoir'' : quel renseigne- 
ment supplémentaire te faudrait-il pour savoir si c'est un 


losange ? 


J'ai tracé un quadrilatère ABCD , tel que : 


AB BC = CD = 4 cm. 


AC 


6 cm . 


1. Est-ce un losange ? (oui - non - on ne peut pas le savoir). 


« Si tu as répondu oui : quels sont, parmi les deux ren- 


seignements ci-dessus, celui qui te permet de le prouver ? 
+ Si tu.as répondu non : dis pourquoi. 


+ Si tu as répondu ‘on ne peut pas le savoir" : quel rensei- 
gnement supplémentaire te faudrait-il pour savoir si c'est 


un losange ? 


2. Construis un quadrilatère possédant ces propriétés. 


(e8)* sta tracé un quadrilatère ABCD , tel que : 


AB 
AC 


AD = 4 cm. 


5 cm . 
les droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires. 


les droites (AD) et (BC) sont parallèles. 
1. Est-ce un losange ? (oui - non - on ne peut pas le savoir). 


e Si tu as répondu oui : quels sont, parmi les quatre ren- 


seignements ci-dessus, ceux qui te permettent de le prouver 
° Si tu as répondu non : dis pourquoi. 


° Si tu as répondu "on ne peut pas le savoir'' : quel rensei- 
gnement supplémentaire te faudrait-il pour savoir si c'est 


un losange ? 


2. Construis un quadrilatère possédant ces propriétés. 
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Trace deux droites D et D' qui se coupent en un point O. 
Le point © coupe D en deux demi-droites. Trace l'une en 
rouge, l'autre en bleu. Le point O coupe D' en deux demi- 


droites, trace l'une en rouge, l'autre en bleu. 


1. Trace sur les demi-droites rouges les points A et A 
qui sont à 5 cm de O. Trace la médiatrice A de [AA']. 


Explique pourquoi elle passe par O. 


2. Quelle est la symétrique de D par rapport à À 7? 
Quelle est la symétrique de la demi-droite rouge de D ? 


Quelle est la symétrique de la demi-droite bleue de D ? 


3. Choisis un point M sur A . Compare les distances de M 
à D et à D' 
Remarque : La duoite A est appelée La bissectrice des 
secteurs plans Limités par Les deux demi-droites 
nouges . 


(1) Trace un triangle ABC . Le point A coupe la droite (AB) en 
deux demi-droites , on appelle b celle qui contient B . Le 
point A coupe la droite (AC) en deux demi-droites, on appel- 
le c celle qui contient C . Trace la bissectrice des secteurs 
plans limités par b et c . On l'appelle encore la bissectrice 


issue de A du triangle ABC . Elle coupe (BC) en un point M. 


1. Trace la hauteur (AH) du triangle ABC . Pourquoi a-t-on 


les égalités AB x d(M,AB) = BM x AH et AC x d(M,AC) = MC x AH ? 


2. Montre que 
AB x CM = AC x BM . 


3. Trace maintenant un segment [C'B']. En t'inspirant des 
questions 1) et 2), invente une construction qui permet 
de construire le point M' du segment [C'B'] tel que 


2M'C'= 7M'B' (sans règle graduée). 
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(82) Voici les 26 lettres de l'alphabet écrites en majuscules 


ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ 


Combien chacune de ces 26 figures, a-t-elle d'axes de symétrie ? 


(83) Dessine la figure symétrique du mot "FIN" par rapport à la 


droite D en utilisant une feuille de papier calque. 


FIN 


Prends la feuille, regarde la dans une glace. Des deux écritures, 


quelle est celle qui te paraît à l'envers ? 


0 © 
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COMMENTATRES  agur Les  EXERCICES 





. exencices 1, 2 . mots clegs : médiatrice. 


»> L'élève connait probablement déjà ces constructions 
classiques. Si ce n'était pas le cas, il faudrait sans 


doute lui faire penser à la médiatrice. 


. exercice 3 . mots clefs : médiatrice - hauteur - médiane - 
AIO RORC ONE 
> Tout aussi classique ; on insistera sur £a rédaction 
des démonstrations qui sont typiques et très simples. 
Par exemple, question 2 : nous avons AB = AC et 
IB = IC ; donc A et I sont sur la médiatrice de [BC]. 


Donc (AI) est la médiatrice de [BC] . 


. exercices 4a et 4b . mots clefs : médiatrice - détermination 
e cercles. 
»> L'exercice 4b est conçu pour suivre le 4a . (Si vous 
proposez le 4b sans le faire précéder du 4a , c'est un 


exercice de découverte pour ‘bon élève"). 


> En ce qui concerne l'unicité du cercle passant par 
trois points non alignés C, D, E, l'élève peut la 
justifier en affirmant que deux cercles (distincts 
bien sûr) ont au plus deux points communs. Mais le 
tracé du cercle passant par C, D, E prouve en fait 
cette affirmation : en effet, son centre est nécessai- 
rement sur la médiatrice de [CD] et sur celle de [DE]; 
il n'y a donc qu'un centre possible, et donc aussi un 
seul rayon... (On pourra demander ce qui arrive lorsque 


C, D, E sont alignés). 


L'exercice 4b est peut être moins banal qu'il n'y 
paraît : supposons que l'élève trace un cercle passant 
par trois des points F, G, H par exemple ; il constate 
que I n'est pas sur ce cercle. Faut-il alors essayer 
d'autres cercles ? (par exemple celui passant par G,H,I 


ou H, I, F ou F, G, I). C'est inutile car si un 
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cercle passait par ces quatre points, il passerait par 
F, G, H (bien sûr), mais il n'y a qu'un cercle passant 
par F, G, H... 


> Enfin, la question 2 est une variante moins ‘mathéma- 
tique" de la précédente : on considère un cercle passant 
par trois des points : le quatrième point, situé ‘au 
hasard" sur la feuille, a une chance infime de se trouver 


exactement sur ce cercle... 


° eXeARCACeS 5, 6, 7 . mots clefs : médiatrice et centre de cercles. 


> Malgré leur simplicité, ils nécessitent une recherche 
de l'élève s'il ne les a jamais faits. Il est préférable 
de les demander dans l'ordre naturel ; le numéro 6 pa- 
raîtra facile après le numéro 5 (à condition de penser 
à chercher le centre !). Enfin, le numéro 7 peut être 
résolu de plusieurs façons : on peut "traiter" séparément 
les deux arcs de cercles, et constater qu'ils n'ont pas 


le même ‘'centre'', ou bien chercher un seul centre et 
prolonger l'arc de cercle, pour constater que le 


deuxième arc n'est pas sur ce prolongement. 


. exercice 8 . mots clefs : médiatrice et triangle. 


> Hyperclassique, mais très beau : il n'est pas si fré- 
quent de mettre en évidence un phénomène simple (ici 
la concourance des médiatrices) et d'être en mesure de 


le prouver par une démonstration simple (et convaincante). 


> Soit D l'intersection des médiatrices de [AB] et 
[BC] . Nous avons DA = DB et DB = DC ; donc DA = DC . 


Donc D se trouve aussi sur la médiatrice de [AC] 


. 


. exencice 9 . mots clefs : construction du symétrique d'un potnt - 





> Le premier tracé est vraiment le tracé de base ; on ne 
peut demander moins et il a été vu antérieurement ; on 


peut bien sûr remplacer la règle graduée par le compas. 





exencice 10 


exercice 11 


exercice 12 
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Les deux tracés, ci-contre, répondent à la question 2 ; 
le premier est plus souvent donné, alors que le second 
est ‘plus simple". Voilà un exercice de découverte pour 
les élèves qui ne connaissent pas les deux tracés. Leur 


justification est un exercice typique sur la médiatrice. 


. mots clefs : triangle tsocèle - hauteur - médiatrice - 
syme true . 


C'est une variante de l'exercice 3 . 


. mots clefs : s mÉuques d'une droite, d'un on 

une dnotte - conservation de tance. 
Voici un exercice de base concernant le tracé du symé- 
trique d'une droite et d'un point d'une droite. (Pour 


le symétrique des points A et B , nous n'imposons 


pas d'instruments précis). 


Cet exercice a d'abord deux objectifs : effectuer et 
connaître ces tracés ; les comprendre. Bien sûr, c'est 
mieux si l'élève en rédige une justification ; (par 
exemple, pour la question 5 : le point C se trouve 
sur la droite (AB), donc le point C' se trouve sur 
la droite (A'B'), car l'image d'une droite est une 
droite ; de plus, (CC') est perpendiculaire à D , 
d'où le tracé). 


= 


La question 6 correspond à une situation qui doit 
devenir familière : si une droite coupe l'axe de symé- 
trie en un certain point, sa symétrique coupe cet axe 


en ce même point. 


. mots clefs : construction du smébrique d'un point - 
conservation des nements par symetrce 
(ou symétrique d'une droite). 

11 faut considérer cet exercice comme un jeu de décou- 

verte à "laisser chercher" ; il nous parait en effet 

important de laisser de temps à autre les élèves trouver 


seuls une "'idée'"". Nous suggérons de faire auparavant 


l'exercice 11 pour exercer les élèves à tracer des 








exercice 13 


> 


exencice 14 


exencice 15 
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symétriques de droites. Ensuite, laissons-les réfléchir 3 
c'est typiquement un texte à proposer pour un devoir, 

en laissant quelques jours de réflexion. La compréhension 
de ces constructions est probablement à la portée des 
élèves. La rédaction des justifications est par contre 


assez lourde. Pour une fois, elle sera très secondaire. 


. mots clefs : symétrie - médiatrice - cercle. 


Si l'élève a tracé ses symétriques au compas, le point B 
étant l'un des centres de cercles, l'exercice perd un 

peu de son intérêt. Dans le cas contraire (le plus pro7 
bable), cet exercice est remarquablement intéressant. 

11 était en effet assez peu prévisible que les symé— 
triques'' soient sur un cercle... L'élève sera probablement 
satisfait de sa découverte. De plus, une fois trouvée, 
l'explication du phénomène est remarquablement simple ! 


BA, 7 puisque B est sur la médiatrice de [aa] : 


Si les six droites ne suffisent pas, recommençons avec 


d'autres. 


. mots clefs : symétrie - conservation des distances 
[ou médiatrice] - {né attté Puiangutaiure. 
Assez classique ; beaucoup plus difficile si l'on ne 


donne aucune indication. 


. mots cêefs : tangente à un cerc£e - perpendiculatres 
et paraltetes . 

Dans la question 1, on demande simplement de dire 

que si B est un autre point de D , alors (OB > OA 

(car (OA) est perpendiculaire à D et (OB) ne 

l'est pas). Donc B n'est pas sur le cercle C (il 


est même à l'extérieur de ce cercle). 


Question 2 : la droite L' est la médiatrice de [aa] û 
Mais O est sur L'. Donc OA = OA' et A' se trouve 


donc sur le cercle. 
Question 3a : L'élève n'est pas encore familiarisé 
avec les "réciproques" (ce terme est d'ailleurs équi- 


voque). Il risque de ne pas voir la différence entre 








exercice 16 
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les questions | et 3 et d'en déduire que l'angle est 
évidemment" droit. Raison de plus pour insister : si 
les droites d et (OA) n'étaient pas perpendiculaires, 
le cercle rencontrerait d en un deuxième point, d'après 


la question 2 . 


Question 3b : Il en est de même des droites (OB) et d': 
elles sont perpendiculaires. Les droites d et d' 

étant parallèles, la droite (OB) est aussi perpendi- 
culaire à d . La droite (OB) est donc £a perpendi- 
culaire à d passant par O ; de même pour la droite (OA). 
Donc (OA) et (OB) désignent la même droite et les 


points O0, À, B sont donc alignés. 


. mots clefs : symétrique d'un cercle - axes de symétrie 
un cercte. 


> Reconsidérons notre manipulation initiale introduisant 


la symétrie par rapport à une droite : de même qu'il 

est absolument évident que l'image d'une droite est une 
droite, il est tout aussi évident que l'image d'un 

cercle est un cercle, de même rayon, son centre étant 
l'image du premier centre. (Il est préférable de considérer 
la figure formée par "le cercle et son centre"). Réali- 
sant plus ou moins consciemment cette situation, il se 
peut que l'élève trace spontanément le cercle symétrique. 
Mais il se peut aussi qu'il en cherche d'abord quelques 


points, ce qui est tout aussi intéressant. 


Nous n'avons demandé aucune justification explicite, 

mais l'on pourrait bien sûr démontrer ceci à partir des 
propriétés de la symétrie : conservation des distances, 
et pour la "réciproque" : involution. Ce dernier point 


risquerait d'être fort obscur en début de 4e . 


Les axes de symétrie d'un cercle sont bien sûr les 

droites qui passent par son centre : ces droites sont 

bien des axes de symétrie (question 3) ; y a-t-il d'autres 
axes de symétrie ? Cette question n'est pas naturelle 

pour l'élève ; la réponse est non, compte tenu de la 


question 2 





. exencice 17 
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. mots clefs : axes de symétrie d'une droite, 
un cercle. 


L'élève trouvera probablement ‘intuitivement'' l'axe 

de symétrie A passant pas le centre du cercle et 
perpendiculaire à D . La justification est facile. Il 
est peut être moins évident pour l'élève de comprendre 
la question 2, que l'on peut considérer comme faculta- 
tive. Soit A' une autre droite : si A' ne passe pas 
par le centre du cercle, le symétrique du cercle par 
rapport à A' serait un autre cercle ; donc A' ne 
convient pas. Si A' passe par le centre du cercle 

et n'est pas perpendiculaire à D , la droite D ne 
serait pas conservée par la symétrie par rapport à 4"; 
donc A' ne convient pas non plus dans ce cas. Enfin, 
il faut laisser à l'élève le temps de trouver les deux 


axes de symétrie dans le cas de la question 3, 


. exercice 18 . mots clefs : médiatrice et conservation des distances 
par Sym : 


> 


Les trois premières questions sont une suite de considé- 
rations sur les notions premières de distances, segments..; 
on y demande quelques déductions fort simples, à la 

portée de nombreux élèves ; ainsi (fin de la question 2 : 
"M... si Q est sur D , je sais que QA = QB . Je 
cherche les points de D tels que QA + QB = 12 cm , 
c'est-à-dire les points de D tels que QA=QB=6 cm...". 
Notons que la question 3 n'est autre que la construction 
du symétrique d'un point "avec deux cercles" demandée 

dans l'exercice 9, question 2. On utilise pour la rédac- 
tion la conservation des distances par symétrie, ou mieux, 
les propriétés de la médiatrice. Remarquons encore que 
cette question 3 contient un abus de langage : "Les 

points R tels que". Après les avoir construits, nous 


leur donnerons des noms différents : Rj» R) . 


La question 5 consiste à utiliser la conservation de la 
distance dans le cas - moins évident pour l'élève - où 


l'axe est "coupé" (BS = AT) . 


Enfin, la question 7 est laissée à l'imagination de 
l'élève : il la cherchera suffisamment longtemps (à la 
maison) ; il sera sans doute satisfait de connaître ce 


“truc! même s'il ne l'a pas trouvé lui-même. 











exercice 


exercice 


exercice 
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. mots clegs : parallèles et perpendiculaires - 
conservation des anales dnocts et des 
distances par symétrie - ensemble des 
OLNÉSs ALtuês à une distance donnée 
Time cdi tte donner Te 

Si les élèves repèrent le rectangle et constatent 


qu'évidemment MD = 5 cm , tant mieux ; même si ce n'est 


pas ce que nous avions en tête. 


. mots clefs : médiatrice - ensemble des points sttuês 
ä une tance donnèe d'une dotte donnée. 


Si l'exercice 19 n'a pas été traité, nous admettrons 
que l'ensemble des points du plan situés à 5 cmde D 


est constitué de deux droites parallèle à D . 


On pourra tracer de nombreux points équidistants de F 


et D , puis les joindre à main levée pour obtenir une 


parabole. 


. mots clefs : losange - aires - distance d'un point 
à une droite. 


La première question laisse une totale liberté de choix 


pour construire le losange : 





L'aire est égale à AB que multiplie la distance de D 

à la droite (AB) (aire d'un parallélogramme) ; pour 
avoir une aire donnée, il faut donc choisir D sur un 
couple de parallèles à (AB) (la justification théorique 
est contenue dans l'exercice 19). On trouve d'ailleurs 
quatre solutions : les symétries par rapport à (AB) , 

et par rapport à la médiatrice de [AB] , les échangeant 


deux à deux. Encore une belle occasion de parler de 


symétries. 


L'aire de tous les losanges ayant [AB] pour côté est 


race e à 2 ; 
inférieure ou égale à 5 X 5 = 25 cm . Ce maximum cor- 


respond ‘au! carré. 
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. exercice 22 . mots c£egs : Losange - hexagone régulier. 


»> Le dessin classique de l'hexagone régulier, s'explique 
par le premier de nos théorèmes sur le losange : si 
un quadrilatère a ses quatre côtés égaux, ses côtés 
opposés sont parallèles. Il y a donc ici un bel exercice 


de tracé, et un raisonnement très simple. 


> Notons que l'hexagone est le seul polygone régulier 
(autre que carré et triangle) que nous pouvons tracer 
en 4e. La justification du tracé du pentagone nécessite 
le théorème de Pythagore ; elle ne pourra donc être 


faite qu'en 3e. 


»> Enfin, il est possible que vos élèves soient déroutés 


par le tracé des quatre premiers points (ce serait plus 





facile si on demandait de tracer d'abord un triangle 

équilatéral ABC . Ici, il faut trier les informations > 
données, et en oublier un certain nombre, avant de 

commencer le tracé. La seule façon astucieuse (et pro- 

fitable pour la suite) de faire ce tri, est de traduire 

les données sur une ‘figure fausse", comme celle ci-contre. 


On reconnaît alors tout de suite deux triangles équila- 





téraux et on peut commencer à tracer. 


. exencices 23 à 29 . mo£s clegs : Le losange - Lracês ratsonnëés 
e gigures. 


(Voilà plutôt des thèmes de travail pour la classe 


que des exercices à faire à la maison). + 


> Vous avez là 7 exercices de difficultés variées sur 

un même thème : ‘4 points ont telles propriétés, tracer 

la figure ; obtient-on un losange ?". L'une des diffi- 
cultés essentielles est de trier les informations données. 
La manière dont on les donne peut transformer un exer- 
cice difficile en un exercice facile. Par exemple, 23, 

24 et 25 sont identiques. Mais, dans 23, on donne tout 

de suite les trois longueurs qui permettent de tracer ABC, 
puis on donne le renseignement qui permet de placer D . 


11 suffit donc de prendre les informations dans l'ordre 9 


où elles viennent. Dans 24, il faut d'abord utiliser 








. 


exercice 30 





exercice 31 
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la première, la deuxième et la quatrième information. 
Puis ensuite la troisième. Dans 25, la situation est 
plus délicate puisqu'il faut utiliser la première, la 
deuxième, et la quatrième, faire une "figure fausse", 
démontrer qu'on a un losange, puis construire la figure 
exacte en tenant compte de la troisième information. 
(Notons l'utilisation, dans ces trois exercices, des 
propriétés du triangle isocèle). Des difficultés ana- 


logues se présentent dans les quatre autres exercices. 


Les énoncés sont rédigés de façon très "ouverte". Les 
réponses sont diverses : en 26 et 28, on ne sait pas, en 
27 c'est non (inégalité du triangle). Ceci les rend 

plus difficiles. Dans chacun d'eux, il faut trouver 
quelque chose : voir un triangle isocèle, découvrir une 


inégalité triangulaire... 


Notons enfin que 29 est plus délicat : (pour les bons 


élèves). 


. mots clegs : distance d'un point à une droite - 
LS5C ce. 


Traçons deux droites concourantes, il existe deux 

façons de plier la feuille qui amènent l'une sur l'autre. 
Donnons maintenant deux demi-droites d'origine O , il 
existe un seul pliage qui amène l'une sur l'autre ; son 
axe est la bissectrice des deux secteurs (saillant et 
rentrant) définis par ces deux demi-droites. Nous avons 
voulu ici écrire un exercice très simple qui permet 


de démontrer cette constatation manipulatoire. 


. mots clefs : distance d'un point à une droite - 
découverte d'un segment en n parties 
égales. 

C'est une suite logique de 30 . En calculant les aires 

de deux triangles de deux manières différentes, on 

montre que la bissectrice issue de A ‘coupe le côté 

[BC] du triangle ABC , dans le rapport AB /ac" (ce 

n'est pas une formulation pour les élèves). Notons 


encore une fois que, pour nous, les connaissances 


exercice 33 





acquises sur les aires en 6e peuvent être utilisées 
en 4e ; elles permettent de faire de très jolies dé- 


monstrations. 


A partir de ce résultat, on peut inventer une construc- 
tion (à la règle et au compas) du point qui divise un 
segment [BC] dans un rapport donné. C'est la troisième 
question. Elle est plus difficile, car elle suppose 

une certaine imagination à partir de la figure qu'on 
vient d'étudier. Peut être est-ce trop difficile pour 
vos élèves. L'intérêt de ceci est de démontrer, sans 

le théorème des parallèles équidistantes (ou Thalès), 
que tout segment peut être partagé en n parties égales 
(ce dont vos élèves ne doutent pas même s'ils n'ont 


encore aucune construction précise pour le faire). 


. mots clefs : symétrique d'une figure. 


Une figure n'est en général pas superposable à sa 
symétrique par simple déplacement (c'est-à-dire sans 
retournement). C'est tout ce que nous voulons constater 
ici. L'étude mathématique de ces phénomènes n'est pas 
au programme de 4e et 3e . Nous proposons seulement, à 
l'occasion d'un exercice de tracé, de faire quelques 
constatations manipulatoires. Parmi celles-ci, vous 
pouvez demander à vos élèves de regarder le dessin dans 
une glace. Alors c'est la figure symétrique WA | : (qu'ils 
viennent de tracer) qui devient lisible ; et la figure 
initiale qui ne l'est plus. Bien sûr on ne peut, à ce 
niveau, donner une explication sérieuse de géométrie 


dans l'espace concernant ce phénomène. 
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PARTIE 3 


RECTANGLE - TRIANGLE RECTANGLE 





PARTIE 3 





RECTANGLE — TRIANGLE RECTANGLE 


> Rappelons que, pour nous, le mot 
quadrilatère signifie ‘'quadrilatère 
dont les quatre sommets sont distincts 


et non alignés”. 


> En géométrie, il est indispensable 
d'utiliser de temps à autre du papier 
non quadrillé. 


qro6 ° 
(g6e1206672) 
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1. SITUATION MATHEMATIQUE . 





Le but de ce paragraphe est seulement de situer mathématiquement, 


pour Le professeur, le contenu de cette partie par rapport à la symétrie 


axiale et par rapport à la partie suivante. La démarche proposée pour 
la classe dans les paragraphes suivants n'aura que très peu de rapport 


avec ce paragraphe I 


L'énoncé fondamental est le suivant 


Théorème : La composée de deux symétries axiales d'axes perpendiculai- 


res, sécants en O , est la symétrie centrale de centre O0 


Démonstration : Soient donc deux droites D, et D, perpendiculaires, 


sécantes en O , et A un point du 


! plan n'appartenant ni à D, ni à D, 


(auquel cas la situation est triviale). 

Posons A'=5s. (A) et A'"=5s  (A') . 
D, D, 

Il s'agit de montrer que O est le 


milieu de [AA''] . Pour cela, menons 
respectivement par A et A" les 


droites d, et d, perpendiculaires 


ä D, et D, . Elles se coupent en B 


(le quadrilatère A'A''BA est un rec- 
tangle). Le point essentiel est le 
suivant : nous avons à la fois 


B = pen et B= Sp, () : 


Montrons par exemple la première affir- 


mation : 


Le symétrique de A" par rapport à D, est d'une part sur d 


Il 
et d'autre part sur la droite symétrique de la droite (A'A") par 


rapport à D, : il est aisé de voir que cette droite est la droite d, 

puisqu'elle doit passer par A , symétrique de A' , et être perpendi- 

culaire à la droite D, , invariante dans la symétrie sh (conserva- 
l 

tion de la perpendicularité dans les symétries axiales). Nous avons 


bien s. (A') =B. ‘ 
D, 
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Ainsi donc les droites (AA") et (A'B) sont symétriques à la 
y ©t par rapport à D, . Puisqu'elles ne sont 


parallèles ni à D, ni à D, » elles se coupent nécessairement sur 


les deux axes de symétrie D, et D, , c'est-à-dire en O . De plus, 


par conservation des distances, nous avons OA = OA' = OA" . Finalement, 


$ fois par rapport à D 


O est bien le milieu de [AA]. 

Pour diverses raisons, l'énoncé du théorème ci-dessus est délicatl*), 
ainsi que sa démonstration (utilisation de transformations, de composées 
de transformations, usage intensif des propriétés de la symétrie axiale). 
Nous préfèrerons donc centrer notre propos sur des énoncés équivalents 
ou des corollaires du théorème précédent, qui ne feront intervenir que 
des figures familières : rectangle, triangle rectangle. En voici deux, 


"4 
" $ à titre d'exemples : 


» © Les diagonales d'un quadrilatère 





possédant quatre angles droits 
(c'est-à-dire un rectangle !) 
ont même longueur et se coupent 


en leur milieu. 


| @ Le milieu de l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle est équidistant 


des trois sommets. 


4 + . Remarque : Nous venons de voir ici deux figures. La connaissance de 
leurs conditions d'identification résume la totalité des énoncés con- 
tenus dans cette partie. Nous pensons que la découverte de La solution 
d'un exercice de géométrie, au niveau élémentaire, passe presque 
toujours par la reconnaissance d'une telle "figure-type'" dans le dessin 
qui traduit l'énoncé. Cette figure est d'abord aperçue globalement 

et reconnue visuellement. Ensuite on cherche parmi les données de 
l'énoncé celles qui permettent de passer de cette reconnaissance vi- 
suelle à une identification logique. Ainsi dans ce chapitre, nous pré- 
fèrerons faire jouer le rôle central aux deux figures précédentes 


plutôt qu'à la symétrie par rapport à un point ; cela nous semble plus 


profitable pour "l'apprentissage de la démonstration". 


De la même façon, la "'figure-type" de la partie 2 (médiatrice) était 





(*) ce théorème important paraîtra beaucoup plus facile à l'élève a près l'étude du triangle rectangle ; 
4 la symétrie centrale est étudiée dans la partie 4. 
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la suivante : 


ou 


Dans la pautie 4, nous préfèrerons également fonder l'étude du 


parallélogramme sur une figure-type la droite des milieux", plutôt 


que sur la symétrie centrale. 





A 
J 
[I 
C 
s IJ // BC 
BC 
IJ = — 
2 


OO 





ne AA 


ea LOUER 


Ci 


SR 
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11 est probable qu'ils ne se serviront pas spontanément des 
diagonales. Aussi nous pourrons leur demander d'essayer de tracer un > 
rectangle en commençant par les diagonales. Cela n'a rien d'artificiel 
car ils savent le faire pour le losange (c'est même leur construction 
favorite). Indépendamment, nous pouvons aussi, un rectangle étant 
donné, demander de tracer à main levée les diagonales et les axes de 
symétrie. On peut penser que les figures "correctes", c'est-à-dire 
celles où ces quatre droites sont concourantes, témoignent chez l'élève 
d'une connaissance au moins inconsciente des propriétés des diagonales 


et axes de symétrie. 


En fonction des convictions du professeur, Les propriétés 4 à 7 
seront ou non démontrées. Comme nous L'avions indiqué plus haut (para- 
graphe 1}, Les propriétés Les plus importantes pour toute La sutte 
sont celles des diagonales. 


*< Une démonstration des propriétés 4 à 7 est proposée dans le paragraphe 111. 


*< Le paragraphe IV examine des caractérisations du rectangle. La plus importante 
est la caractérisation ‘’par les diagonales". 


. Enfin, nous proposons les énoncés concernant le triangle rectangle (paragraphes V 
et VI). Ce seront les plus utiles dans la majorité des exercices de cette partie. 


Q © 
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111. DEMONSTRATION DE CERTAINES PROPRIETES DU RECTANGLE . 


Si vous avez choisi de démontrer les propriétés des diagonales 
du rectangle, nous vous proposons l'exercice ci-dessous, qui par le 
langage, s'adresse à l'élève. En fait, cet exercice démontre toutes 
les propriétés énoncées plus haut à partir de la seule propriété des 
“angles droits''. Mais nous estimons par exemple, que démontrer l'iso- 
métrie des côtés opposés est un jeu facultatif qui n'est pas sans 


danger. Cela suppose que l'élève commence à assimiler les règles du 


jeu mathématique. C'est à vous de "censure" ou de modifier certaines 
des questions posées dans L'exercice ci-dessous. 


© Construis un rectangle ABCD à l'aide d'une équerre, en 


traçant trois angles droits en A, B, C 


1. Pourquoi son quatrième angle est-il également droit ? 


Pourquoi ses côtés opposés sont-ils parallèles ? 


2. Trace la médiatrice L, de [AB] . Quel est le symétrique 
de A par rapport à L, ? Quelle est la droite symétrique 


de (AD) par rapport à L, ? 
3. Pourquoi C est-il le symétrique de D par rapport à L, ? 
Explique pourquoi les énoncés suivants sont vrais 
a) Les côtés opposés d'un rectangle ont La même médiatrice. 


b) Les côtés opposés d'un rectangle ont même Longueur. 
c) Les deux dnoites joignant Les milieux des côtés opposés 


d'un rectangle sont des axes de symétrie de ce rectang£e. 


il est maintenant préférable de refaire une figure 
comprenant le rectangle et la seule droite L], 
médiatrice des côtés [AB] et [CD] . 

4. Dans la symétrie par rapport à L, ; quelle est l'image 


de la droite (AC) ? 


5. Trace la droite (AC) . Elle coupe L, en O. Pourquoi 
la diagonale (BD) passe-t-elle par O0 ? 
Explique pourquoi l'énoncé suivant est vrai 
"Les diagonales d'un rectangle se coupent à L'intersection 
des deux médiatrices des côtés". 

6. Démontre que Les diagonales d'un rectangle ont même 


Longueur et se coupent en Leur milieu. 


A 
VV 


96 


IV.  CARACTERISATIONS DU RECTANGLE . 





Voici d'abord une liste de caractérisations du rectangle. 
Chacun peut en modifier les formulations ou en imaginer d'autres. 


(Voir aussi les exercices 18 à 21) . 


a. 4iun quadrilatène possède quatre angles droits, 
c'est un rectangle (et &£ possède donc Les propriétés 2 à 7) . 


b. 44 un quadrilatère possède trois angles droits, 
c'est un rectangle . 


c. 44 un quadrilatène possède un angle droit et a ses 
côtés opposés deux à deux parallèles, c'est un rectang£ée. 


d. 44 les diagonales d'un quete ene ont même Longueur 
et se coupent en teur eu, © est un Aectangre. 
. €@. 44 Les médiatrices des côtés opposés d'un quadrilatène 
ex 36 coincident, ce quadrilatère est un rectangle. 


dex4c 6. 44 Les diagonales d'un quadrilatène se coupent en 
- Leur milieu, et s'il possède un angle doit, ce 
quadrilatère est un rectangle. 


Dex 1 g. 44 un quadrilatère a deux angles droits opposés et 
si es déagonales sont de même Longueur, c'est un rectangle. 


1. La caractérisation & est logiquement démontrée dans 


l'exercice (facultatif) du paragraphe précédent. 


2. Les caractérisations b et © sont de bons exercices sur 
les ‘parallèles et perpendiculaires''. Le parallélogramme 
sera étudié plus tard, mais cela n'empêche pas d'utiliser 


le mot ‘parallélogramme" à la place de ‘'côtés opposés 


deux à deux parallèles". 


3. La caractérisation € est sans doute moins importante 


(voir exercice 36). 





- 
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&. La caractérisation { pourrait bien sûr attendre l'étude 
du parallélogramme, mais c'est un bon exercice d'application 
du triangle rectangle (voir exercice 16), tout comme la 
caractérisation g qui n'est bien sûr pas à retenir 


(voir exercice 17 ) . 


5. L'importante caractérisation d , pourrait se démontrer 


après l'étude du triangle rectangle (paragraphe UV] : 


Ko] 
Le milieu I de [AC] est 
équidistant de A, B, C , donc 
ñ C le triangle ABC est rectangle 


en B . De même tous les autres 
angles du quadrilatère sont 


droits. 


Bien sûr, si l'on procède ainsi, il faut se garder de tout cercle 
vicieux : il faudra démontrer ‘directement la ‘caractérisation fonda- 
mentale du triangle rectangle", c'est-à-dire par fausse supposition, 


comme réciproque de la propriété du milieu de l'hypoténuse. 


Voici cependant une démonstration directe de la caractérisation d, 
sous forme d'exercice à diriger. Nous y utilisons encore les propriétés 
de la symétrie axiale. (Répétons-le : ces démonstrations sont plus 
délicates et moins importantes que celles basées sur La reconnaissance 
d'une "figure-type"]). 


B Trace deux segments [AC] et [Bb] 
de même longueur, se coupant en leur 


milieu I. 


1. Trace la médiatrice de [BC] ; 
appelle-la d . Pourquoi passe-t-elle 
par I? 

2. Quelle est la symétrique de la 

C droite (CI) dans la symétrie par 
rapport à d ? Quel est le symétrique 
D de A par rapport à d? Pourquoi ? 
3. Pourquoi les droites (AD) et (BC) 


sont-elles parallèles ? 
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4. Trace maintenant la médiatrice © 
de [AB] . Quel est le point symé- 
trique de C par rapport à & ? 
Pourquoi ? Quelle est la droite 
symétrique de (AD) par rapport 


à £ 7? 


Ca En utilisant la question 3 , en 
déduire que (AD),£8 , et (BC) sont 


parallèles. 


6. En déduire que les angles du quadri- 





latère ABCD sont droits. 


* 


Remaique : Cette question est plus délicate, bien qu'elle découle 


d'une propriété simple (à connaître) : 


Si deux droites d, et d, sont symétriques 





par rapport à D , alors : 


»> ou bien d, et d, sont sécantes et se coupent sur 


l'axe de symétrie. 


> ou bien d, et d, sont parallèles à l'axe de 


symétrie. 





d2 





La démonstration est un petit exercice de "logique" sur la symétrie : 


"St L'une des droites coupe L'axe, L'autre coupe L'axe au même point. 





Si aucune des droites ne coupe L'axe..." . 
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V. LE TRIANGLE RECTANGLE . 





[l'est tout à fait possible de traiter ce qui 

suit en sachant uniquement que les diagonales 
d'un rectangle ont même longueur et se coupent 
en leur milieu. 


Les deux énoncés fondamentaux sont les suivants 


Enoncë T, » Le milieu de L'hypoténuse d'un triangle rectangle 
est équidistant des trois sommets. 


Enoncé ie > Si Le mbieu d'un côté d'un tuiangle est équidistant 
des trois sommets, ce tuiangle est nectangle (et ce 
côté est L'hypoténuse). 


D'autres énoncés équivalents utilisent un autre vocabulaire 
(médiatrices, cercle circonscrit...). Ils seront très utiles (voir 


paragraphe VI). 


Pour l'instant, intéressons-nous à la présentation possible des 
énoncés précédents. Il serait dommage de les parachuter alors qu'il 
existe de belles situations où ils apparaissent naturellement. Nous 


développons l'une d'elles dans les lignes qui suivent. 


Etant donnés deux points distincts A et C , on demande de 


tracer une droite D, passant par À , puis sa perpendiculaire L, 


passant par C . Les élèves utilisent pour cela(la règle et)l'équerre. 
L'intersection des droites L, et D, est notée M, , et renforcée en 
gras. On demande de recommencer la construction avec d'autres droites 


(autant qu'il en faudra...) 
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Il est raisonnable d'espérer que l'élève sera étonné ou agréa- 
blement surpris en voyant apparaître le cercle, et sera donc motivé 
pour recevoir ou même chercher une explication. Nous demanderons aux 
élèves d'énoncer ce qu'ils viennent de constater, en les invitant 
à préciser de quel cercle il s'agit : A et C semblent sur le 


cercle ; peut-on s'en assurer ? [AC] semble en être un diamètre ; 
on peut tracer le cercle de diamètre [AC] au compas et ‘'vérifier" 
notre ‘'découverte''. Remarquons qu'a priori nous trouverons deux types 


d'énoncés qui seront, à des nuances de vocabulaire près, les suivants : 
"les points obtenus sont sur le cercle de diamètre [AC]" et on 
obtient le cercle de diamètre [AC]'" . Il est peut être délicat pour 


les élèves d'en saisir la différence. 


Refaisons maintenant une figure avec 
un seul point M et exp£iquons 


pourquoi il se trouve sur le cercle 
de diamètre [AC] . 


On peut demander de compléter la 
figure en un rectangle AMCD (avec 


une équerre)... 


On demande, si nécessaire,de penser 


à ses diagonales... 





Lorsque la démonstration sera rédigée, nous exprimerons clairement 


ce que nous venons de démontrer ; par exemple : 


> Le sommet de L'angle droit d'un triangle rectangle est sun Le 
cercle ayant L'hypoténuse pour diamètre. 


Nous pourrons également donner à cet endroit L'énoncé Le qui 


est clairement synonyme du précédent. 


Le professeur pense alors à la réciproque (l'élève, rarement !). 
La question de savoir si on obtient bien {out le cercle dans notre 
manipulation précédente peut paraître artificielle... On peut alors 
faire dévier très légèrement le problème en faisant tracer un autre 


cercle de diamètre [EF] et un point P quelconque du cercle, 
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distinct de E et F . Puis on 
s'interroge sur l'angle EPF . 
Pour expliquer pourquoi l'angle 
est droit, nous proposons une des 
deux démonstrations suivantes, 
après quoi nous pourrons donner 
l'énoncé suivant, puis L'énoncé FF, 


très proche 


> Si P est sur Le cencle de diamètre [EF] , Le triangle FPr 
est rectangle en P (| P étant distinot de E et F1!]. 


e première démonstration (où L'on suppose connue La caractérisation 


du rectangle par 4e4 diagonales) : 


Pp 
Traçons [EF] et [PO] où O est 
F le centre du cercle. 
€ 


La droite (PO) coupe le cercle 
en P' . On considère alors les 


à diagonales du quadrilatère EPFP' 


deuxième démonstration (par fausse supposition) 


Si l'angle EPF n'était pas droit, 
ü le pied de la perpendiculaire abaissée 
P de F sur (EP) serait un point P" 
différent de P . Mais l'angle EP"F 
étant droit, le point P'" serait aussi 
sur le cercle de diamètre [EF] 
(c'est L'énoncé démontré précédemment) . 
La droite (EP) couperait donc le 
cercle en trois points E, P, P", 
ce qui est impossible. (En toute 
rigueur, il faudrait remarquer d'abord 


que P et P"' sont différents de E). 


On trouvera dans le paragraphe suivant des énoncés équivalents à Ta et Th. 


= 
00 
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VT. ENONCES UTILES . 





les sigles utilisés sont ceux de 
la page suivante. 


La difficulté des exercices que nous proposons varie en fonction 
des énoncés dont les élèves disposent. Le professeur peut très bien 
commencer avec peu d'énoncés (deux ou trois), et en ajouter ensuite 
quelques-uns selon les besoins. À titre indicatif, vous trouverez 
page suivante une liste d'énoncés qui ne sont pas tous à retenir. Il 
n'est pas si facile de faire un choix parmi les énoncés "synonymes" 
du triangle rectangle. Le passage de l'un à l'autre est instantané 
pour le professeur, alors que c'est souvent un petit problème (parfois 


intéressant) pour l'élève. 


Pour vous aider à choisir ceux qui sont les plus utiles à vos 
élèves, voici les fréquences d'utilisation des énoncés de la page 


suivante dans nos exercices. 


— 
ES 
— 
ut 
ve 
— 
“ 
ve 
— 
a 
ns 
— 
S 
QS 
ve. 


(Bien entendu, ceci est subjectif : par exemple, nous prétendons 
que L'énoncé Th a servi cinq fois alors que L'énoncé Te n'a pas 
servi : si on ne connaissait pas la formulation Te , ce serait la 
formulation Le qui aurait servi cinq fois. De même, L'énoncé Fe 
servirait beaucoup si l'on ne disposait pas de L'énoncé R,). Nous 
n'avons pas mentionné ci-dessus les énoncés P et Ry 3 leur utilité 


est évidente. 
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tout rectangle a Les propriétés suivantes : Les quatre 
angles sont droits, Les côtés opposés sont deux à deux 
paraltèles et de même Longueur, Les diagonales ont même 
Longueur et 4e coupent en Leur milieu, Les médiatrices 
des côtés opposés cotncident et sont des axes de symétrie 
du quadrilatère. 


tout quadrilatère dont Les diagonales ont même Longueur 
et se coupent en Leur milieu est un rectangke. 


tout quadrilatène possédant trois angles droits est un 
rectangle. 


Le milieu de L'hypoténuse d'un triangle rectangle est 
équidistant des trois sommets . 


Les médiatrices des côtés de L'angle droit d'un triangle 
rectangle passent par Le milieu de L'hypoténuse. 


Le sommet de L'angle droit d'un triangle rectangle est 
sur Le cencle ayant L'hypoténuse pour diamètre. 


Le cercle circonserit à un triangle rectangle a 
L'hypoténuse pour diamètre. 


Le milieu de L'hypoténuse est Le point de concours des 
médiatrices. 


#4 Le milieu d'un côté d'un triangle est équidistant des 
trois sommets, ce tutangle est rectangle (et ce côté est 
L'hypoténuse) . 


st M est sur Le cenc£e de diamètre [AB] , Le tuiangle AMB 


est nectangle en M (M étant distinct de A et B 1). 


si Le cercle circonscrit à un triangle a pour diamètre 
L'un de 5e4 côtés, ce triangle est rectangle (et ce côté 
est L'hypoténuse) . 


44 Le point de concours des médiatrices d'un triangle 4e 
trouve sur L'un de 4e4 côtés, ce tuiangle est rectangle 
et ce coté est L'hypoténuse. 


x, 
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EXERCICES dela PARTIE 3 
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> Ces exercices sont commentés darrs 
les pages 127 à 144. 


> L'ordre des exercices est loin d'être 
impératif. Il n'est cependant pas 
complètement arbitraire. 


> Lorsqu'un exercice comporte une 
figure, celle-ci est destinée à être 
utilisée par l'élève. 


> L'expression ‘utilise seulement ton 
équerre”’ autorise bien sur à tracer 
des traits droits ! : 





is ss sit er ns 


RÉ 


Moloss 
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QG) Considère le rectangle ABCD ci-dessous dont le sommet D 
est en dehors de la feuille. Essaie de tracer la partie de la 
diagonale [BD] qui se trouve dans la feuille. Tu disposes pour 
cela d'une règle graduée. A 
(Tes tracés doivent rester 
sur cette feuille ; tu ne 
dois donc pas prolonger la 


figure !). 


(2) Trace un segment [AC] . En utilisant seulement ton équerre, 


construis un rectangle dont [AC] soit une diagonale. Y a-t-il 
‘beaucoup de rectangles possibles ? 


Maintenant trace un autre segment [EF] . Construis son milieu 


en utilisant seulement ton équerre. 


(3) Trace un segment [AC] et un point E quelconque n'appartenant 
pas à la droite (AC) . Construis un rectangle ABCD qui soit tel 
que la droite (BD) passe par E (tu disposes d'un compas et 


d'une règle non graduée). 


(4) Trace un segment [AC] mesurant 8 cm . Construis avec une équerre 
plusieurs rectangles (trois ou quatre) dont l'une des diagonales 
est [AC] . 
Sur quel cercle sont situés les sommets de ces rectangles ? Pourquoi ? 
Construis un rectangle ABCD dont une diagonale est [AC] et 
dont le côté [AB] mesure 3 cm (tu disposes en particulier d'un 


compas) . 
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Trace un triangle ABC . Mène par B la perpendiculaire 
à (AB) et par C la perpendiculaire à (AC) . Ces deux 
droites se coupent en D . Montre que le cercle de 


diamètre [AD] est le cercle circonscrit au triangle ABC 


Trace un autre triangle EFG . Construis le centre du 
cercle circonscrit au triangle EFG en utilisant seulement 


une équerre. 


Trace deux segments [AB] et [BC] non alignés. 


Trace les cercles de diamètre [AB] et [BC] . Appelle D 


le deuxième point d'intersection des deux cercles. 


Que penses-tu des points A, D, C ? Explique pourquoi. 


Trace un cercle D à centre O. Soit A un point de 


ce cercle. Marque plusieurs autres points sur le cercle 


M,» M, M, ; Mises. M0 . Trace les milieux L; ls... Lo 


de [AM |» [AM |»... [A0 | . Que constates-tu ? 


Pour démontrer plus aisément ce que tu viens de constater, 
refais une figure avec un seul point M sur le cercle 

(au lieu des dix comme précédemment). Appelle I le milieu 
de [AM] 

Démontre que le point I est bien sur le cercle que tu as 


découvert. (Pour cela, explique d'abord pourquoi les droites 


(OI) et (AM) sont perpendiculaires). 


Quel est l'ensemble de tous les points I obtenus lorsque 


parcourt tout le cercle (4 ? 


M 





17 
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La figure ci-dessous représente un cercle de centre O , un 


point A extérieur au cercle, et des cordes [MN]. [MSN] 


portées par des droites issues de A. 


1. Trace les milieux de ces cinq cordes ; elles semblent sur 
un cercle. Démontre ce résultat en précisant bien sûr de 


quel cercle il s'agit. 


2. Quel est l'ensemble des milieux de toutes les cordes possibles 


portées par des droites issues de A 7? 





(8) Trace une droite d et marque un point À hors de d 


Appelle H le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur d . 
Appelle I le milieu de [AH] . Marque six points H,; Hosee.s He 
sur d et marque les milieux L; PTE Ie des segments 

[AH > [at]... [AH] . Démontre que les points I, I lose. LG 


sont alignés. 


Trace un triangle équilatéral ABC . Trace le symétrique D de À 


= 


par rapport à (BC) . Trace la perpendiculaire menée de C à (AB) ; 
elle coupe (AD) en E . Trace la perpendiculaire menée de B 


à (CD) ; elle coupe (AD) en F 
1. Quelle est la nature du quadrilatère ABDC ? 


2. Pourquoi les triangles ABF et ECD sont-ils des 


triangles rectangles ? 


3. Pourquoi (CE) et (BF) sont-elles les médiatrices 


de [AB] et [Cp] ? 


4.’ Mesure au double décimètre les segments AE, EF, FD 


Que constates-tu ? Démontre ce résultat ? 


de — —— he 
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() Trace un rectangle EFGH . Appelle K le point d'intersection 
de ses diagonales ; appelle J le pied de la perpendiculaire 


à (EF) passant par K. 
1. Pourquoi la droite (JK) est-elle la médiatrice de [HG] ? 


2. Appelle H' le point d'intersection des droites (GJ) et 
(HE) . En considérant le triangle rectangle HGH' , démontre 
que J est le milieu de [GH'] . Démontre que (EF) est la 


médiatrice de [HH']. 


3. Sur une autre figure, trace une droite d et un point h 
hors de d . En t'inspirant de ce qui précède, construis le 
symétrique h' de h par rapport à d en utilisant seulement 


ton équerre. Décris ta construction. 


(2) 1. Trace un rectangle ABCD . Trace le cercle circonscrit à ce 
rectangle (c'est-à-dire passant par les points A, B, C, D) . 


Pourquoi avons-nous dit : ‘''£e cercle circonscrit" ? 


2. Trace sur une autre figure un cercle de centre 0O et marque 
deux points E et F sur le cercle. Marque les points E' 
et F' diamétralement opposés à E et F . Pourquoi le 


quadrilatère EFE'F' est-il un rectangle ? 


3. Considère le cercle ci-dessous dont on ignore le centre. 
Peux-tu trouver son centre avec seulement une équerre ? 
(plus précisément en traçant deux angles droits et deux 


segments). 


(@) rence ur cercte Co rentre © et mn point À estérieer 
su cercle. Trare directement, en ‘apestent* ta règle, les 
tangentee mu cetcle fetes dé A . Apgeile et © leurs 
poitte de contact vec le cercle. 


hémontre que les poitte À, ©, À, € sont située out on ne 
tercie. 


Marque maittenent we awtre point D extérieur 2 coftle. 
Trace muintennèt les tangeates au cercle isates de D pat ane 
méthode plus précise, en cherchant d'abord les pointe de content. 


(e) Considère ls figure ci-dessous : [AC] est un diamètre du 
cercie @7 de cuutre © j; 9 et D sont deux pointe 


quelconques eur ve cettle. 

1. Trace ls parsiifle à (AB) passant par D ; elle recoupe 
le verrie en # . rare la patellèle à (BC) passant 
per E ; elle rereuge Le cotcle en À . Trace la parallèle 
à (CD) passant per #F . Elle tecoupe le éetéle en 6 . 


7. Montre que (IN) est perpemiieuiaire à (EF) , 
3, Montre que ÎnF) oet un dimmétre du serute, 

Que penses-tu de quaérilstère ACER ? 

Que penses-tu des éreites (CD) ec (FA) ? 
6, Dôémontre qu Ge A. 
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R (15) Imagine le scénario suivant : Nous traçons un rectangle et 
puis nous effaçons tout sauf les cinq points 


ses diagonales ; 
les quatre sommets et l'intersection des diagonales 


, 


suivants 
puis nous effaçons au hasard deux de ces cinq points ; il nous 


reste trois points. 


En voici quelques échantillons : 


1. Y a-t-il des intrus ; lesquels ; pourquoi ? 


Pour les autres, peux-tu toujours retrouver le rectangle 


2’; 
dont on était parti ; sinon, entre combien de rectangles 


possibles hésites-tu ? 
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On te donne les renseignements suivants : un quadrilatère ABCD 


a un angle droit (en À par exemple) et ses diagonales se coupent 


en leur milieu. Démontre que c'est un rectangle. (Fais une figure 


en traçant d'abord les deux segments perpendiculaires [AB] et 


(1) Considère le quadrilatère ABCD ci-dessous dont les 


angles A et C sont droits et qui n'est pas un rectangle. 


LA 


(18) 1. 


Démontre que le cercle de diamètre [BD] passe par A 


et C. 


Pourquoi [AC] n'est-il pas un diamètre de ce cercle ? 


Pourquoi avons-nous AC < BD ? 


C1 
[AD]) . 
li 
en 
# 
de 


Déduis de tout ce qui précède qu'un quadrilatère ayant 
deux angles droits opposés et des diagonales de même 


longueur est un rectangle. 


Essaie de construire un quadrilatère ABCD qui ne soit pas 


un rectangle et qui soit tel que : 
AB = 5 cm 
les angles À et B sont droits 


AC = BD = 8 cm 


Les quadrilatères ayant deux angles droits consécutifs 
et leurs diagonales de même longueur sont-ils tous des 


rectangles ? 
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Essaie de construire un quadrilatère ABCD qui ne soit pas 
un rectangle et qui soit tel que : 


! 


AB = 8 cm 
AD = BC = 5 cm 


les angles À et B sont droits 


Les quadrilatères ABCD dont les angles A et B sont 
droits et dont les côtés [AD] et [BC] ont même longueur 


sont-ils tous des rectangles ? 


Construis un quadrilatère ABCD tel que : 


BC = 5 cm 
les angles A et B sont droits 
AB = CD = 8 cm 


Est-il possible d'en trouver un qui ne soit pas un rectangle ? 


Que penses-tu des quadrilatères dont les angles en A et B 
sont droits et dont les côtés [AB] et [CD] ont même 


longueur ? 


Essaie de construire un quadrilatère  ABCD qui ne soit pas 


un rectangle et qui soit tel que : 


les angles A et C sont droits 
AB CD = 8 cm 
AD 


il 


5 cm 


Les quadrilatères ayant deux angles droits opposés et 
deux côtés opposés de même longueur sont-ils tous des 


rectangles ? 
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NR (22) On veut partager une tarte rectangulaire en quatre parts 
équitables. Pierre propose le partage de gauche avec les 
médianes, Paul celui de droite avec les diagonales. 


Lequel a raison ? 


(23) Construis un triangle rectangle dont l'hypoténuse mesure 8 cm 
et dont l'aire soit 8 cm 
Construis un rectangle dont les diagonales mesurent 8 cm et 
dont l'aire est 16 cm? . 
Peux-tu construire un rectangle dont les diagonales mesurent 
8 cm et dont l'aire soit 40 em? ? Comment faut-il choisir 


l'aire pour que la construction soit possible ? 


Trace un cercle de centre O . Trouve un rectangle inscrit dans 
ce cercle dont l'aire soit la plus grande possible. Trace un tel 


rectangle ; justifie ta solution. 


(25) On considère un rectangle dont le périmètre mesure 160 mètres? 


On note £ sa largeur et L sa longueur. 


a) Calcule L en fonction de £ +. Exprime son aire S 


uniquement en fonction de £ 


b) On suppose maintenant que ce rectangle est en fait un carré. 


Quelle est la mesure de son côté ? Quelle est son aire ? 


c) Démontre que l'aire du carré précédent est supérieure aux 
aires de tous les rectangles dont le périmètre mesure 


160 mètres. 


d) La question précédente est-elle encore vraie si l'on remplace 


"160 mètres" par une autre longueur ? 
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On veut délimiter, avec une 
clôture de 120 mètres de long 
une surface rectangulaire dont 
l'un des côtés est le bord de 
la rivière. Sur ce côté, on ne 


posera pas de clôture. 


1. Complète le tableau ci-dessous : 





(les longueurs sont exprimées en mètres et les aires en mètres carrés) 


€ 
œ 
Q 
> 
œ 


aire du rectangle 


a 
[=] 


2. Montre que le rectangle 
correspondant à BC = 60 mètres est celui dont l'aire est la 
plus grande parmi tous les rectangles possibles. Dessine-le 


S He ] 
à l'échelle 1000 : 
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Prends une bande de papier (ou bien une 
feuille de papier) dont un bord est bien 
rectiligne. Sur le bord de cette bande, 
repère deux points À et B distants 
d'environ 6 cm , ainsi que le milieu I 


du segment [AB] (illustration ci-contre). 


Les deux droites d et £ ci-dessous 

sont perpendiculaires et se coupent en ©. 
Prends ta bande de papier et positionne -la 
de telle manière que A'.vienne sur d 

et B sur 8% . Marque alors l'emplacement 
du point I . Recommence avec une dizaine 


d'autres positions (illustrations ci-contre). 


Quel est l'ensemble des points décrits 
par IL lorsque la bande de papier prend 
toutes les positions possibles (A res- 
tant sur d et B restant sur A) . 


Justifie ton affirmation. 


ee On Den en OR PU ER 
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4 

Trace un triangle isocèle ABC (AB = AC) . Appelle A' le 
milieu de [BC] , B' celui de [AC] et G le point d'inter- é 
section des deux médianes [AA'] et [BB'] 
1. Pourquoi (AA') est-elle la médiatrice de [BC] ? 
2. Appelle C' le milieu de [AB] . Quelle est la droite 

symétrique de (BB') par rapport à (AA') ? Pourquoi les 

trois médianes du triangle se coupent-elles en G ? 

Appelle I le point d'intersection de (B'C') et (AA') . 
3. La perpendiculaire à (BC) issue de C' coupe (BC) 

en E et (BB') en F. 

a) Pourquoi le triangle C'B'F est-il rectangle ? 

b) Montre que FG = GB' . 6 


&. Considère le triangle A'BA et montre que BE = EA' 
5. Montre que BF = FG = GB' 


6. Mène par F la parallèle à (BC) . Elle coupe (AA') en H 
et (CC') en K . Montre que A'I = IA et A'H = HG = GI . 


A'A , B'G= 3 8B'B ,; C'G= 


(c'est-à-dire : les médianes du triangle ABC sont con- 


7. Déduis-en : A'G = 


courantes en un point situé au tiers de chacune d'elles à 
partir de leur base. Ici, le triangle est isocèle, mais tu 
verras prochainement qu'il en est de même pour un triangle 


quelconque). 


Trace un triangle ABC . La perpendiculaire à (AB) passant 

par B et la perpendiculaire à (AC) passant par C se 
coupent en A' . La perpendiculaire à (BC) passant par C 

et la perpendiculaire à (BA) passant par À se coupent en B' 
La perpendiculaire à (CA) passant par À et la perpendicu- 


laire à (CB) passant par B se coupent en C" 


Montre que les trois segments [AA'] , [BB'] , [CC'] ont même 


longueur et se coupent en leur milieu. 
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Trace un losange ABCD . Soit O l'intersection des diagonales. 


Soient I, J, K, L les milieux respectifs des côtés [AB] , 


[Bc] , [cp] , [DA] . 


1. Que sais-tu du triangle AOB ? Pourquoi I est-il sur 
la médiatrice de [OB] ? 
2. Pourquoi J est-il aussi sur la médiatrice de [OB] ? 


Pourquoi les droites (IJ) et (AC) sont-elles parallèles ? 


3. Quelle est la médiatrice de [AO] ? Pourquoi ? 


&. Que peux-tu dire des droites (LI) et (1J) ? 


5. Peux-tu expliquer pourquoi le quadrilatère IJKL est 


un rectangle ? 


Considère le losange ABCD ci-dessous. Les points I, J, K, L 
sont les milieux des côtés. Les points E, F, G, H sont les pieds 
des perpendiculaires menées respectivement de I, J, K, L à 


(CD), (DA), (AB), (BC) . 


Démontre que les huit points I, J, K, L, E, F, G, H sont situés 
sur un même cercle (pour cela, tu admettras que le quadrilatère 


IJKL est un rectangle : c'est l'objet de l'exercice précédent). 





(g2) 1. Montre que les losanges dont les diagonales ont même longueur 


sont des carrés. 


2. Montre que les rectangles dont les diagonales sont perpendi- 


culaires sont des carrés. 


3, Montre que les quadrilatères ayant leurs quatre côtés de 


même longueur et un angle droit sont des carrés. 
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(33) Trace un carré ABCD de 8 cm de côté. Soit E un point 
du côté [AB] distinct de A et B. Soient respectivement 
F, G, H les points des côtés [BC] , [CD] , [DA] tels que 
AE = BF = CG = DH . Trace la médiatrice L, de [AB] et la 


diagonale (BD) 


1. Quelles sont les images de A, B, C, D par la symétrie SL 
I 


par rapport à la droite L, ? 


2. Quelles sont les images de A, B, C, D par la symétrie S (pp) 


par rapport à la droite (BD) ? 


3. Quelles sont les images de A, B, C, D par L'application 4 
qui fait suivre La symétrie S, de £a symétrie S (80) 
l 


4. Quelles sont les images par f des segments [AB], [BC], 
[CD], [DA] ? Quelles sont les images par f des points E, F, 


G, H ? Quelles) propriété(s) de f utilises-tu ? 


5. Quelles sont les images par f des segments [EF], [FG], 
[GH], [HE], [EG], [FH] ? 


6. Quelle propriété de f te permet de déduire que le quadri- 
latère EFGH a ses côtés de même longueur, ainsi que ses 


diagonales ? 
7. Que peux-tu dire du quadrilatère EFGH ? 


8. On note a la mesure de AE , b celle de AH et c celle 
de EH (le choix de l'unité est sans importance). Montre 


2 2 


que (a + = c +4 : puis a + be = C 


9. Traduis le résultat précédent par un énoncé concernant le 


triangle rectangle. 


10. A l'aide de la règle graduée et du compas, construis un 
triangle ABC tel que AB = 70 mm , AC = 90 mm et 
BC = 114 mm . Ce triangle est-il rectangle ? Calcule, à 
un centième de millimètre près, la mesure de l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit 


mesurent 70 et 90 millimètres. 
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NK Trace un losange EFGH . Trace en rouge le quadrilatère EFHG . 
"S4 L'ensemble foruné par Les quatre sommets d'un quadrilatère 
possède un axe de symétrie, en est-il toujours de même de ce 
quadrilatène ?". 


(85) 1. Trace un rectangle ABCD . Trace en rouge le quadrilatère ABDC. 


Ce dernier a-t-il un ou plusieurs axes de symétrie ? 


2. Les quadrilatères ayant leurs côtés opposés de même longueur 
et leurs diagonales de même longueur, sont-ils tous des 


rectangles ? 


3. Les quadrilatères possédant deux axes de symétrie sont-ils 


tous des losanges ou des rectangles ? 


1. Trace un quadrilatère ABCD tel que les côtés [AB] et [Cp] 
aient la même médiatrice d et que les côtés [AD] et [BC] 
soient parallèles. Est-ce obligatoirement un rectangle ? Pour 


justifier ton affirmation, résous les questions a et b suivantes. 


a) Quelle est la symétrique de la droite (AD) par rapport 
à d? 

b) Montre que si (AD) coupait d ,; (AD) ne serait pas 
parallèle à (BC) . Essaie d'en déduire que ABCD est bien 


un rectangle. 


2. Indépendamment de ce qui précède, explique pourquoi les 
quadrilatères dont les médiatrices des côtés opposés coïn- 


cident ont leurs côtés opposés deux à deux parallèles. 


3. Peux-tu déduire des deux questions précédentes qu'un quadri- 
latère dont les médiatrices des côtés opposés coïncident 


est un rectangle ? 
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Trace un segment [AB] et sa médiatrice d . Marque 
deux points €C et D sur d . Trace le quadrilatère ABCD , 


en rouge. 


La droite d est-elle un axe de symétrie pour l'ensemble 
BCD ? 
La droite d est-elle un axe de symétrie pour le quadrila- 


têre ABCD ? 


Peux-tu déduire de ce qui précède que si la médiatrice £ 


de [EF] est un axe de symétrie du quadrilatère EFGH , 





le point G ne peut être sur £ 9? En déduire que £ est 


aussi la médiatrice de [GH] . 


Peux-tu en déduire le résultat suivant : 44 Les médiatrices 

de deux côtés consécutiés sont des axes de symétrie d'un 
quadrutlatènre, celui-ci est un rectangte ? (On suppose connu 

ici le résultat suivant : 44 Les médiatrices des côtés opposés 
d'un quadrilatène cotncident, ce quadrilatène est un rectangle). 


Trace un triangle isocèle ABC où BA = BC , et son axe 





de symétrie d . La parallèle à (AB) menée par €C coupe d 


en D. Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? 


En déduire qu'un quadrilatère EFGH dont une diagonale est 
un axe de symétrie et dont deux côtés opposés sont parallèles | 


est un losange. 


En déduire qu'un quadrilatère possédant pour axes de Symétrie 
une diagonale et la médiatrice d'un côté est un carré. 

(Montre d'abord qu'il possède deux côtés opposés parallèles ; 
tu auras besoin pour cela de la question 2 de l'exercice 35. 


Puis examine ses diagonales), Le 


vw 
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La médiatrice du segment joignant deux points quelconques mais 
distincts P et Q est notée #0 . On considère quatre points 


tous distincts et non alignés A, B, C, D . 


1. 


Montre qu'un axe de symétrie éventuel de l'ensemble {A,B,C,D} 
est nécessairement la médiatrice d'un segment joignant deux 


de ces points. 


Si Mic est un axe de symétrie du quadrilatère ABCD , 
montre que Mic = Mp ©U Mic = (BD) . 
Si Mig est un axe de symétrie du quadrilatère ABCD , 


montre que C et D ne sont pas tous les deux sur Mig : 
(Pour cela, suppose qu'ils le soient et trace en rouge le 
uadrilatère ABCD) . Déduis-en que M,, = : 

q ) q AB — MCD 

Montre que tout quadrilatère possède au plus quatre axes 
de symétrie. 

On suppose qu'un quadrilatère possède au moins trois axes 
de symétrie. Montre que c'est un carré. (Pour cela examine 
les différentes possibilités : ces trois axes peuvent être 


soit les médiatrices de deux côtés et la médiatrice d'une 


diagonale, soit la médiatrice d'un côté et les médiatrices 


de deux diagonales). 
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La médiatrice du segment joignant deux points quelconques mais 


distincts P et Q est notée MQ . On considère quatre points 


tous distincts et non alignés A, B, C, D 


1. 


Montre qu'un axe de symétrie éventuel de l'ensemble {A,B,C,D} 
est nécessairement la médiatrice d'un segment joignant deux 


de ces points. 


Si Mic est un axe de symétrie du quadrilatère ABCD , 


montre que M, = M, ou Me = (BD). 


Si Mig est un axe de symétrie du quadrilatère ABCD , 
montre que C et D ne sont pas tous les deux sur Mig . 
(Pour cela, suppose qu'ils le soient et trace en rouge le 


drilatè . Déduis- M 
quadrilatère ABCD) Déduis-en que MB M op 


On suppose que le quadrilatère ABCD admet deux axes de 

symétrie distincts qui sont les médiatrices de deux côtés. 
= = : r 

Montre que Mig Mop et Mc Mip Quelle est la nature 

du quadrilatère ABCD ? 

On suppose que le quadrilatère ABCD admet deux axes de 

symétrie distincts qui sont une médiatrice d'un côté et 

une médiatrice d'une diagonale. Supposons qu'il s'agisse 


par exemple de MB et Mic . Que penses-tu du quadrilatère 


ABDC ? Dessine alors le quadrilatère ABCD 


On suppose que le quadrilatère ABCD admet deux axes de 
symétrie qui sont les deux médiatrices des deux diagonales. 


Quelle est la nature du quadrilatëère ABCD ? 


En regroupant les résultats des trois dernières questions, 
peux-tu dire quels sont exactement les quadrilatères possé- 


dant deux axes de symétrie ? 
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COMMENTAIRES  asur Les  EXERCICES 
PRE 


Les exercices | à 5 sont des petits exercices de constructions simples 
et varices utilisant essentiellement les propriétés des diagonales 
du rectangle. Ils sont à la portée de beaucoup d'élèves et il serait 


dommage d'en donner trop vite la solution. 


exencice 1 . mots clefs : . diagonales d'un rectang£e. 


. aecherche d'une construction. 


»> Dans ce type de situation, l'élève comprend particuliè- 


rement bien la règle du jeu. 


exercice 2 . mots clefs : . diagonales d'un rectangle. 


. recherche d'une construction. 


»> Cette construction du milieu d'un segment est sans doute 


peu connue des élèves ; elle n'en est que plus attrayante. 


exercices 3 et 4 . mots clefs : . diagonates d'un rectangle. 
. Aecherche d'une construction. 


»> La remarque importante qui suit est en fait valable 


pour la plupart des problèmes de construction . 


Pour chercher et découvrir une construction, l'élève 

met en oeuvre sa connaissance des propriétés de la figure 
cherchée (et lorsque la solution ne lui parait pas immé- 
diate, il doit s'habituer à ‘'supposer le problème résolu 
en faisant une figure approximative qu'il analysera). 

Au niveau de 4e, la découverte d'une construction est 
plus importante que sa justification formelle. IL 4enait 
absurde d'exiger une justification logique complète, 
systématique et écrite de tous les problèmes de construc- 
tion. Cela dégoûterait l'élève et supprimerait l'aspect 
concret et souvent attrayant de ces problèmes. Selon les 
cas, vous choisirez d'aller plus ou moins loin dans cette 
justification. Par exemple, dans ces exercices 3 et 4, 

la découverte de la construction passe par la connaissance 


des propriétés des diagonales du rectangle ; alors que 











exercice 5 . 


exencice 6 . 


exercice 7 
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c'est l'énoncé réciproque (R;) qui prouve que l'on 
obtient bien un rectangle. Dans l'esprit d'un élève il 

se peut que les propriétés "rectangle" et ‘'diagonales 

de même longueur se coupant en leur milieu'"' soient 
synonymes ; tant mieux ! Mais dans ce cas la distinction 
entre les deux phases de la justification est artificielle 


et sans portée. Encore une fois c'est à vous de choisir... 


mots clefs : . énoncé Fa . 


. «echerche d'une construction. 


La première question est une application immédiate d'un 


des énoncés sur le triangle rectangle [Te] à 


L'intéressante construction de la deuxième question est 
au moins aussi rapide que la construction classique. 
Remarquons qu'il en existe deux variantes : ou bien on 
effectue deux fois la petite construction de la première 
question (et le centre sera à l'intersection des deux 
diamètres !), ou bien on effectue une seule fois cette 
construction et le milieu du diamètre obtenu se construit 
à l'équerre seule (voir exercice 2). 


mots clefs : . énoncé Th (ou LA ‘ 


erpendiculaire menée d'un point 
une CTIÈTE 


La rédaction de l'exercice suppose que l'élève remarque 


de e 


a 


visuellement que les points A, D, C sont alignés. Le 
raisonnement est basé sur la propriété de l'angle ins- 
crit interceptant un demi-cercle (Tp): et sur l'unicité 


de la perpendiculaire menée par D à la droite (BD) . 


mots clefs : , conde, médiatrice. 
F4 4 ! ! 
. énoncés A et Th (ou Ti] : 
. découverte d'un Eteu géométrique. 


Question 2 : La droite (OI) est perpendiculaire 


ä la corde [AM] puisqu'elle en est la médiatrice... 


Ensuite, c'est une application immédiate de l'énoncé T_. 
C 





> 
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La question 3 est plus délicate, mais 11 faudrait tout 
de même en traiter quelques unes de ce type en 4e . Il 
s'agit d'abord de comprendre que l'on n'a pas encore 
démontré que l'on obtient tout le cercle, mais seulement 
que tous les points obtenus sont sur le cercle. Il reste 
à considérer. un point J quelconque du cercle de dia- 
mètre [OA], à tracer P tel que J soit le milieu 

de [AP], puis à montrer que P est sur le cercle ‘ 
Pour cela, l'énoncé Th (ou A prouve que (0J) est 
perpendiculaire à (AP) . De plus, J est le milieu 

de [AP], donc (0J) est la médiatrice de [AP]. Donc 
OA = OP ... Remarquons que le point A n'est pas 

a priori à écarter : lorsque M = A , on peut considérer 
que A est le milieu du segment [AA] ; ou alors on 
modifie l'énoncé en faisant parcourir à M le cercle 


privé du point A 


. exercice 8 . mots clefs : . corde, médiatrice. 


. exercice 9 . 


>- 


. énoncés LA et TR (ou T,) : 
. découverte d'un £ieu géométrique. 


Cet exercice est assez proche du précédent. L'ensemble 
des points cherchés est un ac de cercle, ce qui est 
intéressant car ce n'est pas si fréquent à ce niveau. 
On peut très bien alléger l'exercice en admettant la 


réciproque. 


mots cless : . énoncé Th À 


Vous pouvez très facilement simplifier l'exercice en 

le rendant plus directif. Tel qu'il est rédigé, l'élève 
doit penser lui-même à considérer les triangles rectangles 
de la figure... Les points Lise. Ie milieux des 
hypoténuses sont tous situés sur la médiatrice de [AH] . 
Vous pourrez poser la question supplémentaire : quel est 
L'ensemble des milieux de tous les segments [AM] quand 


M parcourt toute la droite d ? 





exercice 10 . 


exercice 11 
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mots clefs : . triangle équilatéral. 

" TH par rapport à une droite et 

me ce. 

. losange. 

. pependiculaires et parallèles. 

. énoncé T} : 
Les droites (AB) et (CD) sont parallèles ; (côtés 
opposés d'un losange) donc (BF) est aussi perpendi- 
culaire à (AB) et le triangle ABF est bien rectangle 


en B 


La droite (CE) est une hauteur du triangle équilatéral 
ABC , c'est donc aussi la médiatrice de [AB] ; on peut 
ne pas le savoir par coeur et le retrouver : puisque 

CA = CB , le point C est sur la médiatrice de [AB]. 
Mais (CE) étant perpendiculaire à [AB], la droite (CE) 


est la médiatrice de [AB]. 


Puis on utilise plutôt l'énoncé Th : dans le triangle 
ABF , la médiatrice du côté [AB] de l'angle droit 
passe par le milieu de l'hypoténuse. D'où AE = EF . 
De même, on obtiendra EF = FD en considérant le 


triangle rectangle ECD . 


. mots clegs : . médiatrice. 


. diagonaltes d'un rectang£e. 

. mdiatrice des côtés opposés d'un 
rectang£e . 

. énoncé T (éventuellement T,) 


. recherche d'une construction. 


Question 2 : Considérons le triangle rectangle HGH' . 

La droite (KJ) est la médiatrice de [HG] ; elle passe 
donc par le milieu de l'hypoténuse (énoncé Th) ; ce milieu 
est donc le point J . Mais la médiatrice de l'autre 

côté de l'angle droit passe également par le milieu ]J 

de l'hypoténuse ; cette médiatrice est donc la droite (EJ) 
puisque cette droite est perpendiculaire à [HH'] et 


passe par J 


La question 3 est la résolution d'une belle construction 
non usuelle, qui est assez facile quand on a vu que d 


joue le rôle de (EF) et h celui de H 
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diagonales d'un rectangle. 

. cercle circonserit à un rectang£e. 
. énoncé R, . 

. découverte d'une construction. 

. énoncë TT, (éventuellement) . 


. exercice 12 . mots clefs 


> En ce qui concerne l'unicité du cercle circonscrit, il 
est bon que l'élève retienne qu'il ne passe qu'un seul 
cercle par trois points non alignés ; mais ici on peut 
également dire que les diagonales sont nécessairement 


des diamètres d'un tel cercle. 


> La construction de la question 3 est probablement à la 
portée des élèves. Pour justifier que l'on obtient bien 
un rectangle (nous ne le demandons pas explicitement), 


c'est L'énoncé Tu qui convient le mieux (put R;) + 


. exercice 13. mots clegs : . tangente à un cenc£e. 
. énoncé T, + 
. hecherche d'une construction. 


= C'est la construction classique d'une tangente à un 
cercle issue d'un point donné. On suppose connues les 
propriétés suivantes : la tangente en T à un cercle 
de centre O est perpendiculaire à (OT) , et 
“réciproquement. 


(Voir en particulier:exercice 15 de la partie 2, p. 66). 


; : 5 5 !' 1} + 
. exercice 14. mots clefs : . énoncés T} lou T']_; Ty; R; 


. perpendicultatres et parallèles. 
: para e Let sne des cotés opposés 
u AC ang e. 
> L'un des intérêts de l'exercice est qu'il y aura proba- 
blement un doute chez les élèves, concernant G = A 
ou G#A : en effet, la nécessité de tracer trois 
parallèles successives donnera probablement une majorité 


de figures où G est "proche" de A mais différent 


de A. 


2 RE 
tte htm et 


à 


PAS nn SE 


| 1 
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— L'intérêt d'imposer une figure est de garantir 


la clarté des tracés et de supprimer les cas parti- 


culiers qui compliqueraient trop l'exercice. 


> Questions 2 et 3 : On montre successivement que les 


droites (BA) et (BC) sont perpendiculaires 
(énoncé Th), ainsi que (ED) et (EF) (‘perpen- 
diculaires et parallèles"). On en déduit que [FD] 


est un diamètre (énoncé Ta) : 


> Questions 4 et 5 : Le quadrilatère AFCD a des 


diagonales de même longueur et se coupant en leur 
milieu. C'est donc un rectangle, et (FA) est 


parallèle à (CD) . 


= 


> Question 6 : La parallèle à (CD) passant par F 


est donc la droite (FA), mais c'est aussi la 
droite (FG) d'après l'énoncé. On en déduit que 
À = G puisque la parallèle à (CD) passant par F 


ne recoupe le cercle qu'en un seul point. 


. exercice 15. mots clegs : . propriétés du rectangle (diagonales 
ae droits]. 


Si l'on veut laisser quelque attrait à cet exercice, 
il ne faut pas chercher à faire des formalisations 
inutiles. Cependant, il faudra dégager au moins les 


considérations logiques suivantes : 
ces trois points peuvent être : 


trois sommets Qu deux sommets et le ‘'centre" 
du rectangle. 


x s'il s'agit de trois sommets, ils doivent former 


un triangle rectangle. 


%X s'il s'agit de deux sommets et du ‘'centre'" du 


rectangle : 


. ou bien les deux sommets sont opposés et le 
"centre" est le milieu du segment formé par 


les deux sommets. 


. ou bien les deux sommets sont consécutifs et 


les trois points forment un triangle isocèle. 
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3 
+ exercice 16 . mots clefs : . énoncés T| , R;,. 
. 
A > Compte-tenu de l'indication de l'énoncé, l'élève est 
conduit, a priori, à la figure ci-contre. C'est alors 
a un exercice d'application immédiate des énoncés LE 
8 puis Ry 
. exercice 17 . mots clefs : . diagonales d'un rectangle. 
. diamètre et corde. 
. énoncés Ta , R, 9 
> Si [AC] était aussi un diamètre, le quadrilatère serait 
un rectangle... (énoncé R,) . 
# > Il ne faut pas s'inquiéter du raisonnement par l'absurde 
P q 


de la question 3 ; il est probablement compréhensible 


par beaucoup d'élèves . Si un tel quadrilatère n'était 





pas un rectangle, on vient de voir que ses diagonales 
seraient de longueurs différentes. Mais ceci est con- 


traire à l'hypothèse. Donc c'est un rectangle. 


. exercices 18-19-20-21 , mots clefs : . constuction de quadrilatères 
| ayant certaines des proprièt 04 
u rectang e. 


Les exercices 19-20-21 examinent les quadrilatères 
ayant deux angles droits et deux côtés opposés de même 


longueur. 


L'exercice 18, ainsi que l'exercice 17 vu précédemment, 
examinent les quadrilatères ayant deux angles droits 


et des diagonales de même longueur. 


C'est d'ailleurs sous cette fo/une que vous pouvez 
éventuellement Les poser, en Laissant d'abord L'élève 
trouver Lui-même Les différents cas possibles (angêes 
opposés ou non, positions des côtés par rapport aux 
angles droits). 


Les cinq exercices précités représentent la totalité 

+” des cas possibles. Les exercices 17 et 20 fournissent 
effectivement des caractérisations du rectangle. Les 

exercices 18, 19, 21] fournissent des énoncés caracté- 


risant les rectangles parmi les quadrilatères non croisés. 
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> Considérons la construction ci-contre d'un rectangle, 
familière chez nos élèves (cas de l'exercice 19) ; il 
convient de prendre des précautions si on veut la tra- 


duire en propriété caractéristique du rectangle. Ainsi : 


* Un quadrilatère ABCD dont les angles A et B sont 
droits, dont les côtés [AD] et [BC] ont même longueur 
et dont les sommets D et C sont dans un même 
demi-plan par rapport à la droite (AB) , est un rec- 
tangle ; la démonstration rigoureuse est l'analyse du 
schéma ci-contre. Mais par contre, un triangle ABD 
rectangle en A étant donné, la recherche d'un point C 
vérifiant (BC) perpendiculaire à (AB) et BC = AD con- 
duit en fait à trouver exactement deux points convenables, é 
C et C' . Le quatrième sommet du ‘rectangle complété" | 
est évidemment l'un de ces points (C sur la figure). 
L'autre quadrilatère ABC'D n'est pas un rectangle, 


c'est un quadrilatère croisé. 


> Dans le cas de l'exercice 20 (comme dans le n° 17 vu 
antérieurement), on obtient bien un rectangle. On peut 


se contenter de l'explication suivante : 

On commence par tracer [AB] puis [BC], puis la per- 
pendiculaire d à (AB) menée par A . Le point D 
doit alors se trouver sur le cercle de centre C et 
de rayon AB . Ce cercle est tangent à la droite d . 


Il n'y a donc qu'un seul point D possible : ABCD est 


un rectangle. 


Il est préférable de faire cet exercice après avoir vu 
un ou deux cas où on obtient effectivement plusieurs 
points possibles (18, 19) ; sinon cela ne correspondra 


à rien pour l'élève. 





135 


Les trois figures ci-dessous représentent, de 


gauche à droite, les cas des exercices 18, 19, 21: 





. exercice 22 . mots clefs : . diagonales du rectang£e. 
. aire du triangle, du rectang£e. 


> Les deux partages sont équitables... Il vaut mieux 
en faire un exercice attrayant, c'est-à-dire ne pas 
couper les cheveux en quatre : on ne fera aucune 
démonstration concernant le partage de gauche qui est 


“évidenment'' équitable. 


. exercice 23 . mots clegs : . diagonales du rectang£e. 
. aire du &uiangle, du rectangke. 
EN 
> Le point H désignant le pied de la perpendiculaire 


à (AC) passant par B , nous avons BH < BO donc 
ACXBO 2 


. Le l'aire du rectangle est au maximum 2 x D Es 32 cm 
? 
C 


(auquel cas H = O ; le rectangle est un carré). 


. exercice 24 . mots clegs : . aire du rectangle, du tuang£e. 


. diagonales d'un rectangle, d'un Losange. 
. CaUtê. 


B 
> Les sommets opposés d'un tel rectangle sont nécessai- 
TN rement des diamètres (le réexpliquer si ce n'est pas 
C . = . . 4 
encore acquis). Comme précédemment, l'aire est infé- 


” \ rieure ou égale à AC x OB , soit 2r? , T étant le 





> 


rayon du cercle. Le maximum est bien atteint lorsque 


ss 0B = HB , c'est-à-dire lorsque O = H . Les diagonales 


RDC (ic 
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. . [4 ! 
du rectangle sont alors perpendiculaires, et puisqu'elles 
se coupent en leur milieu, ce rectangle est donc aussi 
un losange, et c'est même un carré, puisque ses côtés 


sont égaux. 
. exercices 25-76 . mots cles : . aire du rectangle. 
. calcul Littéral". 
. "identités remarquables". 
> La résolution complète de ces deux exercices suppose 
que l'élève soit familiarisé avec l'identité : 
(a +.b)2 = 7 + 2ab + D? 
11 est préférable que le 25 précède le 26 
” Pour le premier, nous sommes amené à vé{fier que 


L£ x (80 - L) < 40? (pour O0 < £ < 40) 


c'est-à-dire que nt. 808 - 40? £< O0 . L'élève 


reconnaîtra peut être alors -(£ - 40)? < O , ce qui 


est toujours vrai. 


” Pour le second, nous sommes amené à Vémtfien que : 


x (129x) < 60 x 30 


soit = po + 60x — 60 x 30 < O . 
Ceci est plus délicat pour l'élève, mais devient facile 


en multipliant les deux membres par 2 car : 
-x? + 120x - 607 = -(x - 60)? . 


I1 est également possible de proposer une solution 


géométrique" (voir schéma ci-dessous). 


perte: s3 = 60a perte: t4+t,= 60a 
gain : sy + 52 < 30a + 30a gain : t3 < 60a 


S1+ 52 < s3 t3< utto 








LA 
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. exencice 27 . mots clefs : . découverte d'un Lieu géométrique. 
. énonces LE 7, À 
> Belle situation ; pour l'élève il n'est guère prévisible 
que le point I décrive un cercle car les déplacements 
de la bande sont assez bizarres ; tant mieux car le 
besoin d'une explication s'impose naturellement. Cette 


explication (ou démonstration) est très simple (énoncé ME 


> La "réciproque" n'est pas une question très naturelle 
pour l'élève. Sa démonstration est moins évidente et 
repose sur L'énoncé Ta (selon la classe on pourra ou non 


s'abstenir). 


. exercice 26 . mots ctefs : .« duiangle Asocèle. 
à symétrie par rapport à une droite. 
ë perpendiculatres et paratiètes . 


. énoncé Th ; 


> L'objet de l'exercice est de démontrer les propriétés 
générales des médianes d'un triangle dans le cas où 
celui-ci est isocèle. Pour traiter ce problème, il 
existe des outils plus efficaces : parallélogramme, 
théorème des parallèles équidistantes. Ces considérations 
seront vues dans la prochaine fiche. Pour l'instant, 
cet exercice présente l'intérêt de contenir une grande 
partie de ce qui a été fait depuis le début de l'année. 
I1 garde une cohérence si on l'arrête après la question 5. 


(voire même après la question 2). 


. exercice 29. mots clefs : .« énoncé F, ; 
. cercle circonscruit. 


> L'''idée‘ des exercices 5 et 29 est la même. ifais ce 
dernier est plus difficile pour l'élève que le numéro 5. 
C'est un exercice à laisser chercher car sa démonstration 
est intéressante et relativement courte : le cercle de 
diamètre [AA'] passe par B et C (énoncé ee. : 
c'est donc aussi le cercle circonscrit au triangle ABC, 
puisqu'il passe par A, B, C . De même, (BB'] et [CC'] 
sont deux diamètres du cercle circonscrit au triangle ABC, 


d'où la conclusion. 
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. exencice 30 . mots clefs : .« énoncé T, à 
. perpendiculaires et parallèles . = 


> Voici un exercice limpide qui est une application 

typique et immédiate de l'énoncé Th et des propriétés 
relatives des ‘parallèles et perpendiculaires'". Remar— 
quons qu'il n'y aurait pas une virgule à changer dans 
la démonstration des deux premières questions, si le 
triangle ABC était quelconque, (B0O) étant une hauteur 

de ce triangle ; nous obtiendrions alors le théorème de 
la ‘droite des milieux d'un triangle". Ce sera l'un des 


outils essentiels de la partie 4 . 





+ exercice 31 . mots clefs : . énoncé 114 : È 
. diagonales d'un rectangle. 


> Il est indispensable de faire auparavant l'exercice 30 
(sauf si vous préfèrez admettre que IJKL est un rec- 
tangle, estimant que cela est "trop" visible). D'après 
l'énoncé Le , les points G et E sont sur le cercle 
de diamètre [IK] et les points H et F sur le 
cercle de diamètre [LJ] . Mais [IK] et [JL] sont 


les deux diagonales du rectangle IJKL ... 4 


. exercice 32 . mots clefs : . canré - nectang£e - Losange. | 
. cuctérisations du rectangle et du 
Losange par teurs déagonates . 
> Intentionnellement, nous n'avons fait dans la partie 3 
aucune remarque sur le carré... Un carré est, pour 
tout le monde, un quadrilatère dont les quatre angles 
sont droits et dont les côtés sont de même longueur. 
Voici un exercice très banal, de logique très élémen- 
taire, utilisant les propriétés et caractérisations 


du losange et du rectangle en termes de ‘'diagonales", Î 


ainsi que le parallélisme des côtés opposés du losange. 
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. exercice 33. mots clefs : . symétrie par rapport à une dioite. 
. composée de deux symétries par rapport 
a une OAZLe. 
: ange, rectangle, cannré ; Leurs 
go . 


. l'cealcul Littéral" ; identités remar- 
QUAD RSR 
> Les trois premières questions ne posent pas de problèmes : 
Un carré étant à la fois un losange et un rectangle, 
ses deux diagonales et les deux médiatrices des côtés 
opposés sont des axes de symétrie (si vous le préférez, 
exprimez cela en termes de médiatrices). On en déduit 


le schéma suivant : 
8 L, (BD) 


NME 


œ 
QO © > x 
> © Q 


Les images respectives par f 
C des points A, B, C, D sont 


donc respectivement B, C, D,A. 


+ On pourra faire remarquer 
que cela revient à faire tourner le carré d'un quart de 


tour de A vers B. 


Puis, sans pratiquer un formalisme trop abstrait, qui 


n'aurait aucun intérêt, il faudrait essayer de démystifier 


la composée de deux symétries axiales. (Cela supposerait 
sans doute davantage de temps, mais il n'est pas normal 
que l'on ne manipule presque jamais les isométries sur 
papier calque. Beaucoup de choses, concrètes et logique- 
ment très élémentaires, pourraient se faire avant la 4e). 
On essaiera de rendre faciles et perceptibles, les con- 


sidérations suivantes : 


> Nous savons déjà qu'une symétrie par rapport à une 
droite D conserve la distance, transforme une droite 
en une droite, que l'image d'un segment [AB] est le 
segment [A'B'] où A'= S,, (A) et B'= S, (8) . Rappe- 
lons que ceci est évident, compte-tenu de la présentation 
que nous avons adoptée, 


eu 


(voir ‘'symétrie par rapport à une droite", partie 2) . 
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Soient deux droites quelconques D, et D, et deux 


points A et B 


% L'image du segment [AB] par la 


symétrie S, est le segment [A'B'] 
1 
où A'= "= 
S, (A) et B 5) (B) 
| Il 
% Puis l'image du segment [A'B'] par 
la symétrie 8, est le segment [A''B'] 
2 
= nn 0 D = ' 
où A S) (A') et B S) (B') . 
2 2 
% Finalement, l'image du segment [AB] 


par l'application ‘"S suivie de S_ " 
< 25 


est le segment [A''B"] où A" = g(A), 





B'' = g(B) . Nous avons aussi 


A''B" = A'B' = AB : g conserve les 


distances. 


— Revenons à notre problème (questions 4 à 7) . 


%x Les images respectives des segments 
[AB] , [BC] , [CD] , [DA] par l'ap- 
plication f sont donc les segments 


[BC] , [CD] , [DA] , [AB] . 


% Recherche de l'image E, de E 
d'une part E est un point du 
segment AB , donc E, est un point du segment [BC]; 
d'autre part, f conserve les distances, donc 
BE, = AE : E. est donc un point du segment [BC] tel 


] Il 
que BE, = AE ; il n'y a qu'un seul point vérifiant 
cela, c'est le point F ; donc E, = F . Les images de 


E, F, G, H par f sont donc respectivement F, G, H, E. 


%x Puisque f conserve les distances, nous avons 
EF = FG = GH=HE et EG = FH . Le quadrilatère EFCH 
est donc un losange dont les diagonales ont même lon- 
gueur. C'est donc aussi un rectangle (énoncé R,) 


Finalement, on en déduit que c'est un carré. 
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> Questions 8 et 9 : Plaignons les 
“formalistes'' qui hésitent ici à 

° additionner des mesures d'aires... 

== N'hésitons pas non plus à pronon- 


cer le nom de Pythagore : le carré 


de la mesure de l'hypoténuse... 


Z 
NE 
Z 


Logiquement, il faudrait partir 


d'un triangle rectangle AEH puis 





reconstruire le carré ABCD ... 
Cela est d'un niveau de rigueur 
échappant probablement, à juste 


titre, aux élèves. 


> Question 10 : En appliquant 


* A l'équerre dans l'angle À , on 
dirait bien qu'il est droit ! 
Mais : 

12996 

13000 


1142 


2 + 902 


L'encadrement demandé peut se 
faire avec ou sans identité 
remarquable. Soit £ la mesure 


cherchée : on a : 


2? = 13000 


(114+1)2 = 12996 + 228 + 1 = 13225 
# "115 a l'ait énormément plus 
éloigné du résultat que 114" 


. (114 + 0,1)? = 12996 + 22,8 + 0,01 = 13018,81 


114,1 a l'air nettement plus éloigné du résultat 
que 114 ... 


2 
(114 + 0,01)7 = 12996 + 2,28 + 0,0001 = 12998,2801 
(114 + 0,02)? = 12996 + 4,56 + 0,0004 = 13000,5604 


L'application qui, à tout nombre positif associe son 
carré, est cuotssante - voir L'aire d'un cœuê ! - 
donc la mesure £ , en millimètres, de l'hypoténuse, 


k doit être telle que 


114,01 < £ < 114,02 . 
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Alors seulement, utilisons les calculettes... Si l'on 
est inspiré, on peut aussi porter des points sur un 
plan repéré, parler sans le dire d'interpolation 


linéaire... 


e exercice 34 . mots cles : . axe de symétrie d'un quadrilatène. 


> Cet exercice peut paraître simpliste, mais il est indis- 
pensable si l'on veut éclaircir la notion d'axe de 
symétrie d'un quadrilatère. Sur le dessin en rouge, il 
est évident pour L'élève que A n'est pas un axe de 
symétrie pour le quadrilatère. Nous lui ferons dire 
que, dans la symétrie par rapport à A , L'image du 


côté [HG] est la diagonale [FG] ... 


> Au sujet de la notion même de quadrilatère, vous pourrez 





lire la remarque importante de la page 52. 


+ exercice 35. mots clefs : . axe de symétrie d'un quadrilatène. 


| 

| 

| 

> Voici encore un exercice très court et vivement recom- 
mandé. Il ne s'agit pas ici de faire du raisonnement 
géométrique, mais plutôt des constatations évidentes 
(question 1). Puis les deux autres questions sont des 


exercices de Logique très élémentaire. 


(Les côtés opposés d'un quadrilatère UVWX , qu'il 
soit croisé ou non, sont bien sûr [UV] et [WX] d'une 
part, et [VW] et [UX] d'autre part). 


(voir aussi la remarque importante de la page 52). 


. exercice 36-40 . mots clefs : . 4 étruie par rapport à une 
Dette j Portes symétriques . 
. axe de symétrie d'un quadrilatène. 


. caractérisations des rectangles, 
carrés, {osanges. 


> Il s'agit délibérément d'exercices plus difficiles. 


On y trouvera des caractérisations intéressantes des : 
rectangle, losange, carré en termes d'axes de symétrie 
(n° 37 à 40). L'objet de l'exercice 36 est une caracté- 
risation moyennement importante du rectangle (énoncée 
page 96). Elle n'intervient que dans les exercices 37, 


39, 40. 
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e > A titre d'exemple, proposons la résolution de l'exer- 
cice 40 : 
L > Question 1 : Soit D un tel axe 


de symétrie. L'un au moins des 
quatre points A, B, C, D n'est 
pas sur D . Et donc D est la 
médiatrice du segment joignant ce 
point et son symétrique par rapport 


äa D. 


> Question 2 : x Si B n'appartient 
pas à Mic , alors le symétrique 


de B par rapport à Mic est 
distinct de B . Ce symétrique ne 


peut être que D et donc Mic = Mpp* 


x Si B appartient à Mic ; il en 
est de même de D ; sinon le symé- 
trique de D serait un cinquième 


point du quadrilatère. Et donc 


Mic = (BD) . 


> Question 3 : Le même raisonnement 
s'applique évidemment. Logiquement, 


on a donc bien Mig = Mp ou 


MB = (CD). Mais cette fois le 
deuxième cas ne se produit jamais : 


Mig ne serait pas un axe de symé- 


trie : l'image du côté [AD] serait 





£a diagonale [BD] ; ou si l'on 
préfère, dans la symétrie par rapport 
à Mig , le quadrilatère ABCD devient BACD : ce ne 
sont pas les deux mêmes. 
Question 4 : Le résultat de la question 3 signifie que, 
si un axe de symétrie est médiatrice d'un côté, il est 
aussi médiatrice du côté opposé. S'il y a deux axes de 
symétrie distincts qui sont des médiatrices des côtés, 


ce sont nécessairement des médiatrices de deux côtés 
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Â ' _ ! 
consécutifs. Donc l'un est Mig Mp et l'autre 
Mc = M, : Les médiatrices des côtés opposés du quadri- 


latère ABCD coïncident, c'est donc un rectangle. 


Question 5 : C'est une question ‘purement logique". 
Les segments [AB] et [AC] sont des côtés du quadri- 
latère ABDC . On en déduit (question 4) que c'est un 
rectangle. Le quadrilatère ABCD est donc le ‘rectangle 


croisé" ci-dessous : 


w Question 6 : Le quadrilatère ABCD est un losange car 


ses côtés sont de même longueur... 


> Question 7 : 11 suffit de remarquer que les questions 4, 


5, 6 épuisent tous les cas possibles... 


Les quadrilatères ayant deux axes de symétrie sont 
exactement Les £osanges, Les rectangles, et Les 
‘rectangles croisés. 


2 


PARTIE 4 


“DROITE des MILIEUX — PARHALLÉLOGRAMME 
RS SYMÉTRIE CENTRALE 
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PARTIE 4 


DROITE des MILIEUX — PARKALLÉLOGRAMME — SYMÉTRIE CENTRALE 


parallèles équidistantes 


>» Plus encore que dans les parties 
précédentes, l'usage assez fréquent 
du papier non quadrillé est primordial. 


»> Rappelons que, pour nous, le mot 
“quadrilatère’ signifie ‘quadrilatère 
dont les quatre sommets sont distincts 
et non alignés”. En particulier, nous 
ne parlerons jamaïs de ‘arallélogramme 
aplati”!. 
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© Introduction : 


Le contenu mathématique de cette partie est une suite logique 
de la partie précédente (rectangle - triangle rectangle) ; nous 
utiliserons essentiellement l'énoncé suivant : 


> dans tout triangle nectangle, Les médiatrices des côtés de 
L'angle droit passent par Le milieu de L'hypoténuse. 


Nous avons déjà insisté sur le fait que "l'initiation à la démons- 
tration' nécessite de résoudre de nombreux exercices dont la solution 
passe par la reconnaissance et l'identification logique d'une figure-type. 
Ici, nous aurons deux nouvelles figures-type : le triangle avec le 
segment qui joint le milieu de deux côtés, et le parallélogramme avec 
ses diagonales. Elles sont la clef d'une grande partie des exercices 
proposés à la fin. De multiples progressions sont possibles. Nous avons 
dû faire un choix. Il est assez arbitraire. Nous nous sommes laissé 
guider par la volonté de mettre en valeur les deux figures-type ci-dessus. 
Nous accordons aussi beaucoup d'importance à la manipulation et à l'étude 
de la symétrie centrale, qui peut faire progresser l'élève, à la fois 
sur le plan de la géométrie pure, et sur le plan de la connaissance des 


applications, de leur composition. 


Dans le premier paragraphe, on étudie les propriétés de la droite 


(et du segment) qui joint les milieux de deux côtés d'un triangle. 


Dans le second paragraphe, nous appliquons les propriétés de la 
“droite des milieux'', à l'étude du parallélogramme. À la fin de ce para- 
graphe, on voit apparaître tout naturellement la notion d'équipollence 
des bipoints. Le moment est alors venu de parler des vecteurs ; nous 


vous renvoyons à la partie 5 ''coondonnées - vecteurs et translations". 


La symétrie centrale est l'objet du troisième paragraphe, qui 


pourra vous paraître long. C'est que nous proposons deux progressions : 


= 


l'une à partir du parallélogramme, l'autre à partir du rectangle en 


décomposant la symétrie centrale en un produit de deux symétries axiales. 
9 
Enfin, le quatrième paragraphe a pour objet l'étude des réseaux 





de parallèles équidistantes. (C'est un corollaire du théorème de la 
droite des milieux''). Dans les exercices de cette partie 4, nous faisons 
un usage modeste du théorème des parallèles équidistantes. Mais, outre 
que ce théorème justifie le partage classique d'un segment en n parties 


s 


égales, il a l'intérêt de préparer à l'étude du théorème de Thalès. 


[| e. 
A À 
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* 

I. "DROITE DES MILIEUX" 

Les énoncés fondamentaux sont les suivants (ils constituent ce 
que nous appelons ici, pour simplifier l'écriture, le théorème de la 

“droite des milieux") : 

Enoncé M, : > La droite joignant Les milieux de deux côtés d'un 
triangle est parallèle au troisième coté. 

Enoncé M, : > La Longueur du segment joignant Les milieux de deux 
côtés d'un triangle est La moitié de celle du troisième 
coté. 

Enoncé M; : » 4 une droite est parallèle à L'un des côtés d'un À 
tuiangle et passe par Le milieu d'un deuxième côté, 
alors elle puise par Le milieu du troisième coté. 

6 La démonstration du premier énoncé est pour l'élève un exercice 


A d'application des propriétés du triangle 
rectangle : Appelons H le pied de la 
hauteur issue de A. Le milieu I de l'hypo- 
ténuse du triangle rectangle HAB est sur 

la médiatrice de [AH] . Il en est de même du 
milieu J de l'hypoténuse [AC] du triangle 
rectangle HAC . Donc la droite (IJ) est 

la médiatrice de [AH] . Les droites (1J) 





et (BC) sont perpendiculaires à une même 


droite ; elles sont donc parallèles. 


4 
Démontrons le second énoncé, relatif à la longueur du segment [IJ]. 
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° 
Appelons L et K les pieds des perpendiculaires à [BC] 
menées par I et J. Le quadrilatère IJKL A à 
est un rectangle (ses quatre angles sont 
droits car (IJ) est parallèle à (BC)...). 
Donc IJ = LK . Puis reconsidérons les 
triangles rectangles HAB et HAC . Les 
points I et J sont aussi sur les média- 
trices des segments [BH] et [HC] 
Nous avons donc : 
BL = LH et HK = KC . 
D'où BC = BL+ LH+HK+KC = 2LH + 2HK = 2 (LH + HK) 
soit BC = 2LK = 21J 
Il reste à étudier le deuxième cas de la figure ci-contre où 9 
certaines des sommes précédentes deviennent 
des différences. Si vous le préfèrez, | 
vous pourrez aussi introduire des mesures 
algébriques, pour éviter la considération 
des cas de figure. 
L'énoncé M3 se déduit immédiatement du premier : 
Par hypothèse, la droite d est {a paral- 
R lèle à (PQ) passant par E , milieu de 
E [RP] . D'après le premier énoncé, on peut 
€ * en dire autant de la droite (ŒF) , où F a 
a est le milieu de [RQ] . Donc d = (EF) et 
la droite d passe par F. 
é « 
Exercices sun La "droite des milieux" 
Les exercices 1 à 17 peuvent tous se traiter dès matntenant car ils . 
n'utilisent pas les considérations sur le parallélogramme, la symétrie 
centrale ou les parallèles équidistantes. Nous retrouverons ensuite 
la "droite des milieux" dans les exercices 21, 26, 27, 28, 48, 49, 50,51. d 
b) 
» | 
+ | 
= « ù fl 


Q D | 
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11. PARALLELOGRAMME . 





Pour les élèves, le parallélogramme est très probablement une 
figure moins familière que le rectangle. Ses propriétés ne sont pas 
visuellement aussi évidentes (surtout celle des diagonales). Ajoutons 
cependant que le mot ‘'parallélogramme" évoque fortement pour les élèves 
le mot ‘parallèle . Pour toutes ces raisons, il est sage ici de donner 


d'emblée (ou de rappeler) la définition classique : 


> Les quadnilatènres dont Les côtés opposés sont deux à deux 
parallèles s'appellent des parallélogrammes . 


Les élèves devront évidemment savoir 
construire un parallélogramme dont on 
donne deux côtés adjacents ; nous énon- 


cerons : 


> donnons-nous trois points X, Y, Z non 
alignés ; on peut construire un 4euê 
point T tel que XVIT soit un parat- 
Lélogramme. 












(ZT) // (YX) 


Plutôt que d'imposer la construction(1) 
ZT= YX 





ci-contre (qu'ils devront bien sûr 
connaître !) 4£ e4t préférable de Leur 
Laisser L'initiative (d'abord sur du 
papier non quadrillé) ; et certains 
feront peut être les constructions 
: oi (3) . Elles sont tout à fait coiectes! 
© Certes, les quadrilatères dont deux 

côtés opposés sont parallèles et de même 
longueur, ou ceux dont les côtés opposés 


sont deux à deux de même longueur ne sont 





pas tous des parallélogrammes (ABCD' ou 

EFGH' ci-contre). Mais la confusion 

n'est pas possible entre les points D 
E et D' ou H et H' . Pour l'instant 


nous ne dirons rien de ces subtilités 





et nous accepterons bien sûr ces cons- 


tructions qui témoignent d'ailleurs d'une 
H 
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. à ea l*) 
bonne connaissance de la propriété : 


Enoncé P, %» Les côtés opposés de tout parallélogramme sont deux 
à deux de même Longueur. 


Les élèves connaissent sans doute moins la propriété des diagonales 
et la caractérisation correspondante des parallélogrammes (de toute 
manière, ceci ne peut être considéré comme vraiment évident). Il est 


dons raisonnable de démontrer les énoncés suivants : 
»> Les diagonales de tout parallélogramme 4e coupent en 
Leur m£teu. 


Enoncé Pa > 44 Les diagonales d'un quadrilatère 5e coupent en Leur 
milieu, ce quadrilatènre est un parallélogramme . 


Enoncé P, 


Mais avant de proposer ces énoncés et leurs démonstrations, il 
serait plus motivant de demander aux élèves d'essayer de construire, 
sur du papier non quadrillé, un parallélogramme, en commençant par 
ses diagonales. Une autre idée est de s'interroger sur les propriétés 


communes du rectangle et du losange... 


Remarques sur le vocabulaire : 


. Dans les énoncés précédents, nous avons employé l'expression :“.. de tout 
parallélogramme...”. Nous évitions de telles expressions dans les parties 
précédentes. Mais l’année est maintenant bien avancée et ces expressions 
ne devraient plus choquer ; il vaut mieux y habituer les élèves (sans faire 
le moindre discours de logique). Bien sûr on peut continuer à dire par 
exemple :“ les côtés opposés d'un parallélogramme sont...” . 


Nous avons préféré garder des expressions un peu lourdes comme ‘deux à 
deux’’ ou comme ‘’se coupent en leur milieu” (à la place de “ont même 
milieu”). C'est que malgré leur lourdeur, leur puissance évocatrice nous 
semble intéressante (d'autant plus que nos quadrilatères ont leurs sommets 
distincts et non alignés). Vous pourrez bien sûr faire un autre choix. 


Détaillons maintenant des démonstrations possibles pour les 
énoncés P Py P, (dans cet ordre). 
. démonstration de L'énoncé P (44 Les diagonales d'un quadrilatènre 


4e coupent en Leur milieu, ce quadnt- 
Latène est un parallélogramme) . 





(*)  àtitre indicatif, vous en trouverez plus loin une démonstration simple ; mais vous pourrez estimer 
qu'il est sans intérêt de démontrer cette propriété. 
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. 
A La démonstration est un très bel exercice 
P à partir de la ‘droite des milieux" : 
Traçons donc deux segments [AC] et [Bb] 
4 ayant même milieu IL . Appelons J ‘le 
D milieu de [AB] . Le théorème de 1a 
droite des milieux" appliqué successive- 
’ ment aux deux triangles BAD et ABC 
permet d'affirmer que (IJ) #/ (AD) et 
5 (1J)/ (BC). Il en résulte que les côtés [AD] 
et [BC] du quadrilatère ABCD sont 
è parallèles. Une démonstration analogue 
permet de démontrer que [AB] / [CD] en 
considérant le milieu K de [BC] avec 
e les triangles CAB et BCD . 
- démonstration de L'énoncé P, (Les déagonales de tout paraltëlogramme 
se coupent en Leur milieu). 
| 
| 
; En voici deux démonstrations : 
© première démonstration : 
| Traçons un parallélogramme ABCD . Appelons I le milieu de [AC], 
| puis E le point du plan tel que I soit 
| s ol le milieu de [BE] . D'après l'énoncé démontré 
| précédemment, le quadrilatère ABCE est un 
: parallélogramme. Puisque, étant donnés A,B,C, 
il n'existe qu'un seul point M tel que ABCM 
d $ soit un parallélogramme, il en résulte que 
D = E . Ainsi, les diagonales du quadrilatère 
» ABCD se coupent en leur milieu. 
B 
Cette démonstration (traditionnellement appelée par ‘fausse sup- 
position") est délicate, mais il est profitable d'en traiter quelques-unes 
de ce type en 4e . Voici cependant une rédaction de la démonstration 
précédente qui évite de donner deux noms différents au même point (mais 
&/ est-il sage de masquer cette difficulté ?) 
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Considérons un parallélogramme ABCD 

mais ne traçons d'abord que les points 

A, B, C et les côtés [AB] et [BC] . 

À partir de ces trois points donnés A,B,C, 
AR n'y a qu'un seuê point D tel que ABCD 
soit un parallélogramme : définition du 
parallélogranme (tracé en pointillé ci- 
contre). Mais nous disposons maintenant 
d'une construction #) de D utilisant 
l'énoncé Pa (tracé fin et plein ci-contre 
où nous commençons par [AC]). Les diago- 
nales du quadrilatère ABCD se coupent 


donc en leur milieu. 


+ deuxième démonstration : 


Traçons un parallélogramme ABCD et sa diagonale [AC] . ' 


Traçons la parallèle d 


à (BC) passant par le milieu I de [AB] . 


Le théorème de la ‘droite des milieux'' appliqué au triangle ABC 


permet d'affirmer que le milieu O de [AC] se trouve sur d . 





Traçons la parallèle £ à (AB) passant 

par le milieu J de [BC] . Le théorème 

de la ‘droite des milieux" appliqué au même 
triangle ABC permet d'affirmer que le 
milieu O de [AC] se trouve aussi sur £ . 


On en déduit que O est Le point d'inter- 
section de £ et d. 


Un raisonnement presque analogue (faire une 
deuxième figure) permet, en appliquant cette 
fois le théorème de la ‘droite des milieux" 
dans deux triangles (DBC et ABD), de montrer 


que le milieu de [BD] , provisoirement 


appelé O0' est également Le point d'inter- 


section de R et d. 


* , 5 » 220 . A 
(*) cette construction du ‘quatrième sommet”’ d'un parallélogramme dont on connait deux côtés 
consécutifs, est également très importante. » 


»- Gr - 
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Les deux parties de la démonstration précédente prouvent que le 
point d'intersection de £ et d est à la fois le milieu de [AC] 
et celui de [BD] ; les diagonales [AC] et [BD] se coupent donc 


en leur milieu. 


. démonstration de L'énoncé P, : (Les côtés opposés de tout parallélo- 


gramme sont deux à deux de même 
£Longueux) . 


1£ est maintenant facile de démontrer L'énoncé P, (Longueur des 
côtés opposés). Si cette propriété vous parait effectivement #Lès 
connue, 4a démonstration est au plus un jeu facultatif destiné aux 
élèves qui commencent à en assimiler La "règle". 


A Traçons un parallélogramme ABCD . Ses 
diagonales se coupent en leur milieu O . 
J Soit I le milieu de [BC] . En consi- 


dérant les deux triangles CAB et BDC , 


8 le théorème de la ‘droite des milieux" 
AB CD 
permet d'affirmer que OI = 7 et 01=7; 

D d'où AB = CD . D'une manière analogue 


\ on démontrerait que BC = AD en consi- 
dérant les deux triangles BAD et ABC , 
et le segment [OJ] où J est le milieu 

C de [AB] . 


Autres énoncés : 


Les énoncés rencontrés jusqu'ici sont suffisants pour résoudre 
convenablement la quasi-totalité des exercices que nous proposons. 
Ainsi, certaines caractérisations seront considérées comme des exercices 


“parmi d'autres". A titre d'exemple, en voici deux : 


"44 Les côtés opposés d'un quadrilatènre non croisé sont 
deux à deux de même Longueur, ce quadrilatènre est un 
parallélogramme" (voir exercices 32, 33). 


Cette caractérisation a cependant un intérêt particulier : êlle 
correspond à la construction très pratique du ‘quatrième sommet d'un 


parallélogramme"" signalée au début de ce paragraphe (page 1514(3) . 


} 
«. "si deux côtés opposés d'un quadrilatène sont parallèles et 
. 44 une diagonale passe par Le milieu de L'autre, ce quadrt- 
Latène est un parallélogramme" (voir exercice 26). | 
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Par contre, voici une caractérisation qui présente à la fois un 
intérêt pratique (résoudre plus facilement certains exercices) et un 
intérêt théorique (introduction de l'équipollence et de la théorie des 


vecteurs) : 


Enoncé P, » 44 deux segments portés par deux droites différentes 


sont parallèles et de même Longueur, alors ce sont deux 
côtés opposés d'un parallélogramme. 


Cet énoncé correspond à une construction du parallélogramme 
qu'affectionnent parfois certains élèves (nous l'avons signalée au 
début de ce paragraphe, page 151, (2) ). Sa démonstration peut être 


considérée comme facultative. 


© démonstration de L'énoncé P, : 


Considérons les deux segments [AB] et [CD] ci-contre, 


parallèles et de même longueur. Nous voulons démontrer 
que ce sont deux côtés opposés d'un parallélogramme. 
Tant que la figure n'était pas faite, nous ne savions 


pas de quel parallélogramme il allait s'agir : ABCD 


ou ABDC ? Fixons-nous sur le cas de la figure ci-contre 


_ * A 
d où le a l de A vers B est le même que le sens 
de D vers C (pour l'autre cas de figure, la démons- 
tration serait analogue). 
C Nous savons qu'il existe un unique point X du plan 


tel que ABCX soit un parallélogramme. Nous allons 
montrer que X = D : Le point X se trouve évidemment 
sur la parallèle à (AB) passant par C , qui n'est 
autre que la droite (CD) . De plus, nous avons CX= AB 
(énoncé Py). Le point X est donc obligatoirement l'un 
des deux points D , D' ci-contre. Mais ABCD' n'est 
évidemment pas ut parallélogramme, donc X = D ; et le 


quadrilatère ABCD est un parallélogramme. 





L2 
(*) voir la remarque de la page suivante. 
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Les exercices n° 18 à 36 portent sur le parallélogramme et n'uti- 


lisent pas les considérations sur la symétrie centrale et les parallèles 


équidistantes. Nous retrouverons ensuite le parallélogramme dans les 


exercices 40, 41, 43, 44, 48, 49, 50, 53 . 


Rem 


} 


ue : 


4 


= 
s 
A DS 
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S 


= 
= 


= 
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EN . 
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s 
s 
s 
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DT 


La notion de sens sur une famille de droites 
parallèles est une notion première et évidente, 
acquise très tôt. Cette notion simpligiena 
beaucoup L'introduction de L'équipoltence et 
de La théorie des vecteurs : 


Voici tout d'abord deux énoncés. Le premter 
est évident ; Le second est une forme précise 
de L'énoncé P, (en conformité avec sa démons- 
tation) . 


Si ABCD est un parallélogramme, Les segments 
[AB] et [CD] sont parallèles et de même 
Longueur et Le sens de A vers B est Le 
même que Le sens de D vers C. 


Si Les segments TAB] et [CD], portés par 
deux droites dig{érentes, sont parallèles et 
de même Longueur, et 44 Le sens de A vers B 
est Le même que Le sens de D vers C , alors 
ABCD est un parallélogramme. 


Ces énoncés sont clairs, mais ÀL serait #84 
utile de simpligier L'expression suivante, beau- 
coup &rop Longue : [AB] et [CD] sont parallèles 
et de même Longueur, et Le sens de A vers B 
est Le même que Le sens de D vers C. 


Pour cela, nemarquons d'abord que £a seule 
notion de segment ne suggit pas pour distinguer 
Le sens : TAB] et [BA] représentent exac- 
tement Le même objet ! On pourait alors parler 
de "flèche", c'est-à-dire en fait de segment 
ontenté, mais un usage #r1ès répandu veut que 
nous parlions de bipoints ou de couples - peu 
importe Le vocabulaire, L'essentiel est que 
L'élève distingue (A,B] et (B,A) - Ainsi, 
au Lieu de EF = GH , (EF) / (GH) , Le sens 
de E vers F est Le même que Le sens de G 
vers H'", nous dirons : "Les bipoints (E,F) 
et (G,H) 4ont équipollents", ce que nous 
pourrons noter par : (E,F] = (G,H)] (tout cect 
garde évidemment un sens Lorsque ces quatre 
points sont alignés). Remarquons que £a pAo- 
piété "(E,F) = (G,H) et (G,H) - (I,J) 
implique (E,F) + (1,J}" est une évidence..., 
mais c'est déjà Le début de La théorie des 
vecteurs ; (cf. partie 5 "coonaonnées, vec- 
teurs et translations"). 


© 
A A 





». + ue Ent must Æ se D 
+ cmarassenmèer Je mnt € 2 
LS À nt men 2 sum 


: | | FE ss 
SE DAS ALL MÊME) 
ER ELA SE 7 


»> Lace SL AC Es ll qu Geox Me Es AE LE 
AB E 


CN LC snoop de N° og app L À, «res 
sé Es nf roioé Le. NW DE ZE D 


pbs As hléh, CHE Des ont es LES, sou em 
fs Pond ht A Apte Met gis isbéapesAse) . Lenzzovons 
Gé SA St brisé. agro “ emi Le cussique &e ° 
sos U «0 1 so pri ut, , DS a Eaki gas systémetisez 
Ch RblÉ EGP CAE he AMV SATA à AM SaeT Ésconsriemment 
À Hé EL On hé GA LE. Hi calé de 14144 sn) 


PE pos Àhel gd héiié ARS Va se Lisa ame, vos gorsvez 
hé sas dt jhspiihihs fu Î4 pyét ris contre en 14 Ékssngpen ant 
À GA E fo fhl LPlhd ide hhlus shit yine lon, sone-pereus ete PE). 
Vnid hé lé pété héhé Ahaisné picthmetisnament M, %,,,,, 
#+ Lits 16 4) s##}, # HD. towtes 44 fois à 1 n'y sua 
ÿhé Eh LL 4 





159 


A] Etude de La symétrie centrale à partir du _paraltélogramme. 


On considère la symétrie de centre O. 


Soient M et N deux points du plan. 


M *Si M et N ne sont pas alignés avec O, 
N le quadrilatère MNM'N' est un parallélogramme 
puisque ses diagonales se coupent en leur 


milieu. Et nous avons donc : 
M MN = M'N' et (MN) /  (M'N') 


+xSi M et N sont alignés avec O0 , les 5 
td points O0, M, N, M', N' sont alignés et les 
droites (MN) et (M'N') sont confondues. 
Pour démontrer que MN = M'M' nous pouvons 
par exemple considérer la droite d perpen- 
diculaire à (MN) et passant par O . Les 
segments [MN] et [M'N'] étant symétriques 


par rapport à la dnoite _d , ils sont de même 


longueur. Nous pouvons énoncer : 





> pour tous points M et N (distincts) du plan, Les 
segments [MN] et [M'N'] sont parallèles et de même £ongueur. 


Et en particulier : 


> Les symétries centrales sont des £sométries, c'est-à-dire 
qu'elles conservent Les distances : MN = M'N' pour tous 
Les points M et N du plan. 


Remarque 1] : Si vous avez étudié la ‘droite des milieux'' mais pas 


M 
encore le parallélogramme, il est également 
facile de démontrer ce qui précède en consi- 
N° N dérant la figure ci-contre (même démonstration 


que pour la caractérisation d'un parallélogramme 


par ses diagonales). 


La 


M 


Remarque 2 : Vous pouvez préciser, si vous avez déjà abordé l'équipol- 
lence, que les bipoints (M,N) et (N',M') sont équi- 
pollents. Avant la fin de l'année nous pourrons écrire : 

MN = N'M' ou MN=-MN' , ce qui ‘résumera'' les propriétés 


de la symétrie centrale. 
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Contrairement aux apparences, nous n'avons pas encore démontré 
que, par une symétrie centrale, l'image du segment [MN] est le 
segment [M'N'] , ni que l'image d'une droite est une droite. Selon 
votre conception personnelle, vous pouvez soit l'admettre (en se fiant 
à la figure ou à la manipulation au papier calque décrite à la fin 
du paragraphe), soit passer à la décomposition en produit de deux 
symétries axiales, soit encore faire une démonstration directe. 


Dans ce dernier cas, vous pouvez utiliser le parallélisme démontré 


précédemment, mais il peut être intéressant de revenir sur l'inégalité 


triangulaire : 


Soit Z un point du segment [XY] . 

Alors nous avons XZ + ZY = XY . Et 

puisque toute symétrie centrale est une 
isométrie, nous avons aussi X'Z'4Z'Tt= XIV". 


Il en résulte donc que Z' appartient 





au segment [X'Y'] . Réciproquement - et 
l'élève aura en général du mal à concevoir 
l'utilité de cette réciproque - tout point 


du segment [X'Y'] est l'image d'un point 





du segment [XY] . En effet, soit T un 


point du segment [X'Y'] ; son image T' 





| est un point du segment [XY], d'après la 

| démonstration précédente. Le point T 
étant l'image du point T' du segment 

| [XY], nous avons démontré : 

4 

par une symétrie centrale, L'image du segment [XVI est Le 

segment [X'Y'] (où X' et V' sont Les symétriques de X 

Le. Me 


AE 2 


Nous vous laissons en déduire que l'image de la droite (XY) est 
la droite (X'Y') . Mais les droites (XY) et (X'Y') sont parallèles. 


Nous obtenons donc : 


> par une symétrie centrale, toute droite 4e ransfonme en une 
droite parallèle. 
I1 en résulte que, si deux droites sont parallèles (respectivement 
perpendiculaires), leurs images sont parallèles (respectivement per- 


pendiculaires). 
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B) Etude de La symétrie centrale à partir de 4a décomposition 
en produit de deux symétrutes axiales. 


Le point O étant donné, traçons deux droites dj et d 


perpendiculaires et passant par O (il y 

a une infinité de choix possibles). Soit M 
un point quelconque du plan (nous ne le 
prenons ni sur d, , ni sur d, : vous 
examinerez séparément ces cas simples). 
Notons M, le symétrique de M par 


rapport à d, et M' le symétrique de M, 


par rapport à d, , 

Le triangle MMM" est rectangle en M, 

et d; et d, sont les médiatrices des 
côtés de l'angle droit. f 

Leur point d'interseetto) O est donc le 
milieu.de l'hypoténuse [MM'] . Le point M' 


est donc le symétrique de M par rapport 





au point O . Nous avons donc démontré : 
> 404ent deux, droites perpendiculaires d, et dy 4e coupant 
en un point O0 . La symétrie par rapport au point OÙ est 
égale à La composée de La symétrie par rapport à d, suivie 
4 
de La symétrie par rapport à d, ‘ 


On utilisera les notations M' = s0(M) = Sd) M) = Sd) (sq 00) et 
aussi So = Sd2 © Sd] (cette notation‘n'est pas très élémentaire, mais 
il faudra tôt ou tard l'utiliser). Notons que Say et Sd) Commutent 
(car dans notre démonstration on peut 
évidemment commencer par considérer PRES 
Ceci est rare pour des applications ; 
ce serait d'ailleurs faux si d, et d, 
n'étaient pas perpendiculaires). 


\ 





Il résulte de cette décomposition que les symétries centrales 


héritent de certaines des propriétés des synétÂies axiales 
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»> Les symétries centrales sont des isométries 
(c'est-à-dire qu'elles conservent Les 
distances : M'N' = MN pour tous Les points M 
et N du plan). 


> une symétrie centrale trans forme une droite 
en une droite. Le transformé du segment  LMN] 
est Le segment [IM'N'] . 


> une symétrie centrale transforme deux droites perpendiculaires 
en deux droites perpendiculaïnes. 


11 en est de même pour l'image de deux drotes parallèles. Mais 
nous avons mieux : F 
Ÿ 
»> par une Aymétrie centrale toute droite 5e transéo/une en 
une droite parallèle. F 


Nous avons déjà démontré cette propriété .(sows-paragraphe A) ; 


voici une autre démonstration n'utilisant pas lefdgrallélogramme : 


ns 
Considérons la symétrie centrale de centre 0. 


© premier cas : la droite d passe par O : 
alors d'=d4d. 


© deuxième cas : la droite d ne passe pas 


par O: alors d' non plus. 


Supposons que d et d' se coupent en un 
point A (pour l'élève, cela ne saurait 

avoir lieu sur la feuille, mais c'est à nous 
de lui suggérer que peut-être, très loin...). 
Puisque A est sur d , son symétrique A' 
par rapport à O est sur d' . La droite d' 
passerait donc par À et A' et donc par O0, 
ce qui n'est pas vrai. Notre supposition ° 


est donc absurde : d et d' ne se coupent 


e 


donc pas. 


' 8". 
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C) Aspect mantputatoire.. 


On peut interpréter la symétrie centrale de 

centre O comme étant la transformation qui 

fait subir, à chaque point du plan, un demi-tour 
autour de O ; ceci est suggéré par la construc- 
tion du symétrique d'un point au compas et à la 
règle (le sens du demi-tour n'a pas d'importance). 
Ce demi-tour se réalise facilement au papier calque : On construit 
d'abord sur notre plan (feuille, tableau...) le symétrique A' d'un 
point À ; ces deux points serviront de référence pour effectuer le 
demi-tour. Puis on décalque A et A' , et on note a et a' les 
deux décalques. On décalque alors les points ou la figure que l'on 
veut transformer par la symétrie de centre O,en maintenant a sur À 


et a! 


sur ÀA' . Puis on fait tourner le calque d'un demi-tour autour 
de O : plus précisément on applique a sur A' et a' sur A; 

on peut même oublier le point O car on constate de manière évidente 
qu'il n'y a qu'une seule position finale possible correspondant à la 
superposition de a et A' d'une part, et a' et A d'autre part. 
Ceci bien sûr à condition de g£issen le calque 4ans Le retourner ! 
(sinon cela nous donnerait une deuxième position, correspondant à la 
symétrie axiale par rapport à la médiatrice de [AA']). D'ailleurs, si 
l'on retournait le calque par étourderie, on s'en apercevrait vite car 


les lettres @ et Œ@ deviendraient JO et w). 


Le fait que l'application définie par cette manipulation soit 
indépendante du point A (et ne dépende donc que de O) est lié à 


l'idée que l'on se fait d'un demi-tour. 


Remarquons que pour obtenir facilement une image de la figure sur 


notre plan, il faut bien sûr la reproduire d'abord sur l'envers du calque. 
, 
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Les propriétés de conservation de la symétrie centrale deviennent 
alors des évidences de ‘premier ordre" : C'est la même situation que 
lors de la manipulation introduisant la symétrie axiale (p. 47 "Symétrie 
par rapport à une droite"). La conception de la notion de longueur 
est basée sur un certain principe d'invariance par déplacement. Or, la 
manipulation précédente permet d'obtenir la symétrie centrale par 
déplacement de la feuille de papier ; par conséquent, tout être qui a 
acquis la notion de longueur, devrait admettre comme une évidence que 
la symétrie centrale conserve les longueurs. De la même façon, l'élève 
de 4e est depuis longtemps persuadé que des objets comme les segments, 
les droites, les angles droits, sont conservés par certaines manipula- 


tions (reports, décalques, mouvements de la feuille ‘plan sur plan"). 
P 


Par contre, le parallélisme d'une droite et de son image (dans 
une symétrie centrale !) n'est pas une propriété du même type et elle 
mérite une démonstration (nous en avons rencontré deux très différentes 


, 


dans les sous-paragraphes À et B). 
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IV. PARALLELES EQUIDISTANTES . 





Le théorème de la projection du milieu (ou théorème des trois 
parallèles équidistantes) et sa généralisation (théorème des n paral- 
lèles équidistantes) sont des conséquences simples du théorème de la 
"droite des milieux". Nous ne les utilisons comme outil spécifique 
que dans un petit nombre d'exercices de cette fiche (n° 51 à 55) ; 
c'est une question de volume et de choix, la ‘droite des milieux" 
associée au parallélogramme étant déjà suffisamment riche pour l'ap- 
prentissage du raisonnement. Cependant, le théorème des parallèles 


équidistantes est important pour plusieurs raisons : 


1) Il permet de calculer les coordonnées du milieu d'un segment 
(cela aurait pu se faire plus tôt, dès l'étude du rectangle, 
et sera beaucoup utilisé dans la fiche ‘Coordonnées, vecteurs, 
translations"). 

2) Il justifie la construction classique du partage d'un segment 

11 


en ‘n segments de même longueur". (Cette construction peut 


servir de motivation pour démontrer le théorème). 


3) Il est une ébauche du théorème de Thalès. 


A) Les énoncés. 


Le théorème des parallèles équidistantes est assez délicat à 
énoncer ; si l'on veut être précis, il est assez lourd. On peut aussi 
lui donner une forme brève, moins précise, mais suffisamment claire 


(énoncé n° 3). L'essentiel est, comme toujours, que l'élève sache 


reconnaître les figures auxquelles s'applique ce théorème. 
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Enoncé n° 1 > 404ent trois droites paralièles entre elles d,, dy dy 


coupant respectivement une 4écante L£ en A;, A, A3, 
et une sêcante 4 en B,, B,, B; : 
+ sÀ AA, s A A3 , alors B,B, = B,B; ï 
Enoncé n° _2 > soient n droites parallèles entre elles d;,dy,... d, 


coupant respectivement une sécante RL en À;, Apres A 
et une sécante 4 en B,, B,,..., B 


n 
n 


. 54 AjA, = ApAg ere À. 16 alons B,B, - B,B3=...- B,_; k 


Ces deux énoncés peuvent se résumer ainsi : 


Enoncé n° 3 > 44 des droites parallèles entre elles coupent une sécante 
en $o/umant une graduation négueière l*), elles coupent 
aussi toute autre sécante en formant une graduation régu- 
Lière. 

(xx) 


Le programme officiel mentionne le mot ‘projection . On peut 


donc aussi proposer l'énoncé suivant (non indispensable) : 


Enoncé n° 4 » considérons La projection p sur une droite d paral- 
Lèlement à une droite 2 . 
+ 44 IT est Le milieu du segment [AB] , alors pli) 
est Le milieu du segment [plA)p{B)] . 


+ #À A7,..., An sont des points alignés, formant dans 
cet ordre une graduation régulière, alors À£ en est 
de même des points plA;}, plA,l,..., plA,) ’ 





(*) graduation régulière : 
L'expression “les n points alignés A7,…, An forment dans cet ordre une graduation régu- 
lière” est une notion évidente (elle signifie exactement que les n points alignés A1, An 
sont deux à deux distincts et que A1A2 = A2A3 = … = An1An . Ces conditions assurent 
logiquement ‘l'ordre des points” sur la droite qui les porte). 


(**) projection : 
Remarquons que la notion de projection n’est pas ici essentielle. Si vous l’utilisez, il est préfé- 
rable de parler de projection “du plan sur une droite” , plutôt que “d'une droite sur une 
droite'': 


> La projection sur une droite d  parralèlement à une droite £ (non parallèle à d) est l'ap- 
plication qui à tout point M du plan associe l'unique point M' de d situé sur la parallèle 
à £ passant par M. 





167 


B) Démonstration du théorème des paratièles équidistantes . 





8) 





a) Cas de trois parallèles (énoncé n° ]) 


Hypothèse : d,/ d,/ d, et À, milieu de [A3]: 


On veut prouver que B, est le milieu de [8,8]: 


Pour cela on trace le segment [A8;] . Le 
théorème de la ‘droite des milieux'' appliqué au 


triangle A AB; permet d'affirmer que d, 


coupe [4183] en son milieu I , puis en appli- 


quant le même théorème au triangle A B,B ; 


3 
nous obtenons que B, est le milieu de [8183] ‘ 


Au lieu de tracer [A,83] , nous traçons la 
parallèle à £ passant par B, ; elle coupe d, 


en E et d, en F . Nous avons AjA = B,E 


et A,A, = EF (côtés opposés d'un parallélo- 


gramme). 11 en résulte que B,E = EF . Appliquons 


alors le théorème de la ‘droite des milieux'' au 


triangle B,FB,... 


paraître plus simple à l'élève). 


(Cette démonstration peut 


Remarquons que nous aurions pu utiliser unique- 
ment les résultats de la partie 3 "nectangle - 
tuangle nectangie" en considérant la figure 
ci-contre où le quadrilatère AJBJEF est un 
rectangle. Il est aisé de prouver successivement 
que les points J,K, B, sont les milieux 


respectifs de [Ar] [BE] [8183] 


Cas de n parallèles (énoncé n° 2) 

Pour la démonstration, ‘nous fixons'' le nombre 
de parallèles (7 sur notre figure... il y a 
sans doute de meilleurs occasions pour tenter 
une récurrence). Cette démonstration est simple 
et se réduit à une seule idée : utiliser le cas 
précédent en "regardant" les droites parallèles 


par groupe de trois. 
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La considération de d' d,» d, prouve que B,B, = BB; . 


La considération de d d, prouve que B,B, = B,B 


23 3 4 


La considération de d,, d d; prouve que B,B, = BB 


Donc B,B, = BB; = BB, = B, B = Be Be = BB . 


hemaque : il est peut être bon de signaler 
à l'élève que les démonstrations précédentes 
sont indépendantes du cas de figure ; ce 
n'est pas évident pour lui, car les configu- 
rations ont des allures très différentes 


dans les cas "croisés". 


Un cas particulier important : Le cas triangulaire : 
C'est le cas de la figure ci-contre 

où, avec les notations précédentes, les 

points À, et B, sont confondus. Vous 

pouvez en donner un énoncé spécial mais 

ce n'est pas indispensable. Ce cas parti- 

culier nous donnera rapidement la forme du 


théorème de Thalès dont nous aurons besoin 


en 3e (voir exercice 55). 


Ce cas particulier correspond à la 
construction classique du partage d'un 


segment en n segments de même longueur : 


Pour partager le segment [AB] 
en 5 segments de même longueur, 
menons par À une sécante £L& . 
Depuis À , reportons sur £, 
consécutivement, 5 longueurs égales. 
Puis nous traçons [BG] et les 4 
parallèles à [BG] passant par 
C, D, E, F . Nous obtenons une 
graduation régulière A, C', D', E', 


F',B. 





O O 


+ 
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RÉCAPITULATIF des ÉNONCÉS 





Les symboles précédant certains énoncés sont destinés à faciliter les commentaires des exercices. 


M1 : = la droite joignant les milieux de deux côtés d'un triangle est parallèle au troisième côté. 


M2: Ja longueur du segment joignant les milieux de deux côtés d'un triangle est la moitié de 
celle du troisième côté. 


M3:% si une droite est parallèle à l'un des côtés d'un triangle et passe par le milieu d'un deuxième 
côté, alors elle passe par le milieu du troisième côté. 


» on appelle parallélogramme tout quadrilatère dont les côtés opposés sont deux à deux 
parallèles. 


”, 


Dans les exercices, l'énoncé précédent recouvre en fait deux situations ’’réciproques 
(c'est le cas de toute définition) : 


Po : — les côtés opposés de tout parallélogramme sont deux à deux parallèles. 


PO: = si les côtés opposés d'un quadrilatère sont deux à deux parallèles, ce 
quadrilatère est un parallélogramme. 


 donnons-nous trois points X, Y, Z non alignés ; il existe un seul point T tel que XYZT 
soit un parallélogramme. 


Pj: » les côtés opposés de tout parallélogramme sont deux à deux de même longueur. 


P2:» les diagonales de tout parallélogramme se coupent en leur milieu. 


P3:… si les diagonales d'un quadrilatère se coupent en leur milieu, ce quadrilatère est un parallélogramme. 


P4: = si deux segments portés par deux droites différentes sont parallèles et de même longueur, 
alors ce sont deux côtés opposés d'un parallélogramme. 


=. /a symétrie de centre O est l'application qui, à tout point M du plan, fait correspondre le 
point M’ tel que O soit le milieu du segment [MM']. 


. le point 0 est le seul point fixe de la symétrie de centre 0. 


.si M est le symétrique de M par rapport à 0, alors M est le symétrique de M’ par rapport 
à O. 


les symétries centrales sont des isométries (elles conservent les distances). 


» Par une symétrie centrale : 


< le transformé du segment TAB] est le segment [ A’B' ] où A’ et B' sont les symétriques 
de À et B. 


. toute droite se transforme en une droite parallèle. 


- deux droites perpendiculaires (respectivement parallèles) se transforment en deux droites 
perpendiculaires (respectivement parallèles), 


> sojlent deux droites perpendiculaires dy et d2 se coupant en un point O0. La symétrie 
de centre O est égale à la composée de la symétrie par rapport à dj suivie de la symétrie 
par rapport à d2. 


= 5j des droites parallèles entre elles coupent une sécante en formant une graduation régulière, 
elles coupent aussi toute autre sécante en formant une graduation régulière. 


= 
O O 


LÉ exercices 18 à 36, puis 40, 41, 43, 44, 48, 49, 
50, 53. 


V g La symétrie centrale intervient dans les 
$ PRE exercices 37 à 50, puis 52 et 53. 


exercices 1 à 17, puis 21, 26, 27, 28, 48, 49, 
Le théorème des parallèles équidistantes intervient 
dans les exercices 51 à 55. 

» Nous précisons dans les commentaires, les 


50, 51. 
Le parallélogramme intervient dans les 

énoncés à utiliser pour résoudre chaque 
exercice. 


| | : > Quelques exercices sont accompagnés d'une 

| : ie [res ns & ‘ figure. Le texte de ces exercices en tient compte 
42 : 1 et les élèves travailleront donc directement sur 

la figure proposée. 


+ | »> Certains exercices sur la symétrie centrale 
& 3 : anse re ë comportent des questions plus difficiles. 
Il serait bon d'en traiter quelques-unes. 


j 
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| de EXERCICES dela PARTIE 4 
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: 

Ÿ em »> La “droite des milieux” intervient dans les 
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() Le sommet C du triangle ci-contre 
se trouve hors du cadre de cette 
feuille. En faisant une construction B 
simple, trouve la mesure des côtés [BC] 


et TAC] : 


(la règle du jeu est la suivante : tu ne dois pas sortir de cette 
feuille, c'est-à-dire que tu ne dois prolonger la figure, ni sur 
la table, ni sur une autre feuille). 


(2) Sur la figure ci-contre, construis 


un triangle ABC tel que : 
BC = 7 cm et BJ=#4,5 cm, 


le point J désignant le milieu de [AC] 
Y a-t-il plusieurs triangles vérifiant 


x ces conditions ? 


C 
(3) Les deux segments ci-contre [AC] 
et [BD] ont la même longueur : 4 cm. 
Trace les milieux I, J, K, L des 
segments respectifs [AB], [BC], [CD], A B 


[DA] . 

1. En considérant le triangle BAC 
démontre que IJ=2 cm. 

2. Que penses-tu du quadrilatère IJKL ? 


Démontre ton affirmation. 


(a) Trace les milieux I et J des côtés 
[AB] et [BC] du triangle ci-contre. 
Trace le cercle de centre I et de 
rayon BJ . Ce cercle coupe la droite (AC) 
en deux points K, et K, . Démontre que 


Il 2 
l'un de ces points est le milieu de [AC]. 
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6 
(5) Trace un triangle ABC ainsi que les milieux A', B', c' des 
côtés [Bc], [CA], [AB] . Trace les côtés du triangle A'B'C'. F 
1. Démontre que les trois triangles A'CB', A'C'B et A'B'C'! 
ont la même aire. 
2. Démontre que les deux triangles A'CB' et AB'C' ont la 
même aire. 
3. Quel est le rapport entre l'aire du triangle A'B'C' et 
celle du triangle ABC ? 
(6) Trace un losange ABCD . (Tu 4ais que 4es déagonales sont perpendi- 
culaires et se coupent en Leur milieu. Le but de cet exercice est 
de démontrer ou de nedémontier que ses côtés opposés sont deux s 
à deux parallèles). 
1. Appelle I le point d'intersection des diagonales et J le | 
milieu de [AB] . Trace le segment [I1J] . Démontre que [BC] 
est parallèle à [AD] . 
2. Démontre que [AB] est parallèle à [CD] . 
() Trace un rectangle ABCD . Trace les milieux I, J, K, L de ses 
côtés respectifs [AB], [BC], [cp], [DA] . 
1. Quelle relation y a-t-il entre les longueurs IJ et AC ? 
2. Démontre que le quadrilatère IJKL est un losange. sé 
Trace un losange ABCD . Trace les milieux I, J, K, L de ses 
côtés respectifs [AB], [BC], [CD], [DA] . 
1. Démontre que [IJ] est parallèle à [AC] et que [JK] est 
parallèle à [BD] . 
2. Quelle est la nature du quadrilatère IJKL ? Justifie ta 
réponse. 
(a) Trace deux segments perpendiculaires [AC] et [BD] de même 
« 


longueur (ils peuvent ou non 8e couper). Démontre que les milieux 


des côtés du quadrilatère ABCD sont les sommets d'un carré. 
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Trace un triangle ABC tel que AB mesure 6 cm . Trace la 
médiane (AI) , I étant le milieu de [BC] . Appelle J le 
milieu de [AI] . La droite (CJ) coupe [AB] en E . Mesure [AE]. 


Recommence avec d'autres triangles. (AB étant toujours égal à 6 cm). 
, J 8 


Démontre ce que tu viens de constater ; pour cela trace le segment 


[KI] où K est le milieu de [EB] et démontre que (KI) est 
parallèle à (EC), puis que KE = EA . Conclus. 


(n) Trace un triangle ABC ainsi que les milieux respectifs I, J, K 
des côtés [AB], [BC], [CA] . Appelle L le point d'intersection 
de la médiane (CI) et du segment [JK] . 


1. Démontre que (JK) est parallèle à (AB) puis que L est le 
milieu de [CI]. 


2. Démontre que L est le milieu de [JK] . 


(2) 1. Trace un cercle de centre O0 , et un diamètre [AB] de ce 
cercle. 


Trace une dizaine de points M; Moses M0 sur le cercle 
ainsi que les milieux des segments [AM] [am]... [Mo]: 
Que constates-tu ? 


2. Refais, pour plus de clarté, une figure avec un seul point M, 


sur le cercle. Appelle I, le milieu de [AM | ; appelle O' 


le milieu de [OA] . Démontre que le point I, est bien sur 


le cercle de diamètre [OA] . 
3. Réciproquement, démontre que tout point du cercle de diamètre 


[OA] est le milieu d'une corde issue de A. 


(13) Trace deux droites 2, et L, sécantes en un point A . Marque 


un point I du plan situé ni sur L, ni sur £, . Construis un 


triangle ABC vérifiant les trois conditions suivantes : 


a) le sommet B est sur 1, è 


> * 
c) le point I est le milieu de [BC] 


b) le sommet C est sur £ 


(Indication : construits d'abond Le milieu de [AC]) 
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Trace deux droites d, et d, sécantes en À , et marque un 
point B du plan situé ni sur d, ni sur d, . Construis un 
triangle ABC vérifiant les deux conditions suivantes : 


a) le sommet C se trouve sur d, 


b) le milieu de [BC] se trouve sur d, 


(Indication : essaie de constuire Le milieu de [801] 


(15) 1. Trace un segment [AB] de 6 cm de long. A l'aide d'un compas, 
construis une dizaine de points du plan dont la distance à A 
soit le double de la distance à B . Comment choisir la dis- 
tance MB pour pouvoir trouver au moins un point M vérifiant 


MA = 2MB ? 


2. Pour plus de clarté, refais une figure avec seulement le 


segment [AB] . Puis marque l'unique point M, du segment [AB] 


vérifiant M,A = 2M,B; et l'unique point M, à la droite (AB) 
vérifiant MA = 2M,B et n'appartenant pas au segment [AB] . 
Trace le segment [an | , Trace un point M du plan n'appar- 
tenant pas à la droite (AB) et vérifiant MA = 2MB . Le but 
des questions 3, 4 et 5, 6 est de démontrer ce que tu as 

peut être deviné, à savoir que le point M se trouve sur le 


cercle de diamètre [MM | : 


3. Appelle N le milieu de [AM] et C celui de [a] , 
Démontre que (M,M) est parallèle à (CN) . Puis démontre 
que (M,M) passe par le milieu de [BN] ; appelle P ce 


milieu. 
4. Démontre que (MP) est la médiatrice de [NB] . 


5. Indépendamment des questions 3 et 4 précédentes, démontre 


que (NB) est parallèle à (MM, ) ë 


6. Démontre enfin que M est sur le cercle de diamètre [MM | ‘ 
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Trace un segment [AB] de 6 cm de longueur. Appelle M, le 
point du segment [AB] tel que M,A = 2M,B . Appelle M, le 
point de la droite (AB) , extérieur au segment [AB] , qui 
vérifie MA = 2M,B . Trace le cercle de diamètre [MM | et 
choisis un point M de ce cercle différent de M, et M, . 
1. Trace la perpendiculaire à QM,) passant par B ; on appelle N 
son point d'intersection avec (AM) . Démontre que N est le 


milieu de [AM] 


2. Trace la parallèle à (M,) passant par N , elle coupe (AB) 


en C . Démontre que C est le milieu de [AM | . Déduis-en 


que M,B = M,C 


3. Démontre que OM) coupe le segment [BN] en son milieu P 


Démontre que le triangle MNB est isocèle et que MA = 2MB . 


(1) Trace un triangle ABC . La parallèle menée par B à (AC) coupe 
la parallèle menée par A à (BC) en un point E . Trace le 
segment [EF] tel que A soit le milieu de [EF] , puis le 

B 


segment [EG] tel que soit le milieu de [EG] 


1. Sans faire aucun autre tracé, explique pourquoi le milieu 
de [FG] se trouve sur la droite (AC) et aussi sur la 


droite (BC) . Quel est donc le milieu de [FG] ? 


2. Trace les médiatrices du triangle EFG . Appelle H leur 
point de concours. Démontre que les droites (AH), (BH), (CH) 


sont les hauteurs du triangle ABC . 


3. Quelle propriété venons-nous de démontrer concernant les 


hauteurs de tout triangle ? 


178 


Le sommet D du parallélogramme é 


ci-contre se trouve hors de la 
feuille. Peux-tu cependant donner la 
mesure des côtés [AD], [CD] et de 


la diagonale [BD] . 


(la règle du jeu est la suivante : tu ne dois pas sortir 
de cette feuille, c'est-à-dire que tu ne dois prolonger B 
la figure, ni sur la table, ni sur une autre feuille). 


Trace un segment [AB] de 4 cm de long. Construis un parallé- 
logramme ABCD tel que AD = 6 cm et AC =5 cm. 
Combien peux-tu construire de tels parallélogrammes ? (le segment 


[AB] étant fixé). 


Trace un segment [AB] de 3 cm de long. Construis un parallélo- 


gramme dont un côté est [AB] et dont les diagonales mesurent 


& et 8 cm. 


Combien peux-tu construire de tels parallélogrammes ? (le segment 


[AB] étant fixé). 


(1) Trace un quadrilatère quelconque ABCD et appelle I, J, K, L les 
milieux respectifs des côtés [AB], [BC], [CD], [AD] . 


a) Démontre que (IJ) et (LK) sont parallèles. 


b) Démontre que le quadrilatère IJKL est un parallélogramme. 


(22) Trace deux parallélogrammes ABCD et AECF , les points B, D, E 
n'étant pas alignés. Observe les diagonales de ces quadrilatères 


et démontre que le quadrilatère BEDF est un parallélogramme. 


(23) Démontre que tout parallélogramme ayant des diagonales de même 
longueur est un rectangle. 
Démontre que tout parallélogramme ayant des diagonales perpendi- 


culaires est un losange. 
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Considère la figure ci-dessous où les quadrilatères ABCD , CDEF 


et EFGH sont des parallélogrammes. 
1. Que penses-tu des segments [AB], [CD], [EF] et [GH] ? 


2. Parmi les quadrilatères ABEF, ABFE, ABGH, ABHG, CDGH, CDHG, 


quels sont ceux qui sont des parallélogrammes ? 





C 


(25) Trace un triangle ABC tel que AB > AC . Appelle I le milieu 
de [BC] . Trace la médiane (AI) . Construis le point D tel que 
ABDC soit un parallélogramme. 
Démontre que le ‘'segment de médiane" [AI] du triangle ABC a 
une longueur comprise entre la demi-différence et la demi-somme des 


longueurs AB et AC. 


Trace un triangle ABC et appelle I le milieu de [AC] . Trace 
la parallèle à (BC) passant par A ; elle coupe la droite (BI) 
en D . En considérant la droite (IJ) où J est le milieu 
de [AB], démontre que BI = ID et que ABCD est un parallélo- 


gramme. 


(ei) Trace un parallélogramme ABCD et la diagonale [AC] . Appelle I 
le milieu de [AB], J celui de [CD] et O celui de [AC]. 


l. Démontre que la droite (I0) passe par J et que I0 = 0J. 


2. Que peux-tu dire du quadrilatère AICJ ? 


3. Trace le segment [BD] ; il coupe [IC] en E et [AJ] 


en F . En considérant le triangle ABF , démontre que BE=EF. 


4. Démontre que BE = EF = FD . 
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Trace un triangle ABC et les milieux I, J, K des côtés 
respectifs [AB], [BC], [CA] 


l. Que peux-tu dire des quadrilatères AIJK, IKJB et IJCK ? 


2. Démontre que les triangles IJK et ABC ont les mêmes 


médianes. 


Trace un triangle ABC et appelle A' le milieu de [BC] , 
B' celui de [CA] et C' celui de [AB] . Trace les deux 
médianes (BB') et (CC') et appelle G leur intersection. 
Marque sur la médiane (CC') le point C" tel que C' soit le 


milieu de [c'"G] . 


1. Trace le quadrilatère AGBC'" . Pourquoi est-ce un parallélo- 


gramme ? 


2. En considérant le triangle AC'C , démontre que G est le 


milieu de [cc]. 


3. En considérant le triangle CC"B , démontre que la droite (AG) 


passe par le milieu A' de [BC] . 


(remarque : tu viens de démontrer que dans tout triangle, Les 
trois médianes sont coucourantes). 


‘C . Essaie d'expliquer pourquoi nous 


1 


&. Démontre que C'G=>c 
B'B et A'G = 3 A'A . 


avons aussi : B'G = 


COS] TON) 


Trace un triangle ABC . Trace la droite d, passant par À et 
parallèle à (BC) , la droite d, passant par B et parallèle 
à (CA) et la droite d; passant par C et parallèle à (AB) . 
Appelle E le point d'intersection de d, et d, , F celui 


de d, et d; et G celui de d, et d, 


]. En utilisant les parallélogrammes contenus dans la figure, 
démontre que les points A, B, C sont les milieux des côtés 


du triangle EFG . 


2. Trace les médiatrices du triangle EFG . Démontre que les 


hauteurs du triangle ABC sont coucourantes. 
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(a) Trace un parallélogramme ABCD . On appelle O le point d'inter- 


section de ses diagonales. 


1. Démontre que les triangles AOB, BOC, COD et DOA ont la 


même aire. Démontre que l'aire du parallélogramme est inférieure 
2 <  BDXAC 

ou égale à De CT 

2. En calculant l'aire du parallélogramme d'une autre manière, 


démontre qu'elle est aussi inférieure ou égale à AB x BC . 


3. Parmi tous les parallélogrammes dont les deux diagonales 
mesurent 8 et 6 centimètres, dessines-en un dont l'aire 


soit la plus grande possible. 


4. Parmi tous les parallélogrammes ayant deux côtés consécutifs 
mesurant 5 et 7 cm , dessines-en un dont l'aire soit la 


plus grande possible. 


(82) Trace trois points A, B, C non alignés. Trace le cercle de 
centre À et de rayon BC et le cercle de centre C et de 


rayon AB . 


1. Appelle D l'unique point du plan tel que ABCD soit un 
parallélogramme. Démontre que D est l'un des deux points 


d'intersection des deux cercles. 


2. Appelle E l'autre point d'intersection des deux cercles, 
et I l'intersection des diagonales du parallélogramme ABCD. 
Démontre que (AC) est la médiatrice de [ED], puis que 
IE = IB = ID . 


3. Que penses-tu du triangle BED ? Trace la médiatrice de [BE]. 


Démontre qu'elle est aussi la médiatrice de [AC] . 


4. Trace dans une autre couleur le quadrilatère ABCE . (Tu cons- 
tates qu'il est croisé). A-t-il un axe de symétrie ? Démontre 


que ses diagonales sont parallèles. 


@) 
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Trace un triangle ABC et la médiatrice d de [AC] 


|. Construis le symétrique D de B par rapport à la droite d . 


Pourquoi avons-nous : CD = AB et AD = BC ? 


2. Construis le point D' tel que ABCD' soit un parallélogramme 
(par exemple en utilisant le milieu de [AC]) 
Démontre que le cercle de centre A et de rayon BC coupe 


le cercle de centre C et de rayon AB en D et D'. 


3. Trace les quadrilatères ABCD' et ABCD . Réponds à la question 
suivante : Les quadrilatères dont les côtés opposés sont de 


même longueur sont-ils tous des parallélogrammes ? 


Trace un parallélogramme ABCD . Marque un point E sur [AB] 
et un point H sur [AD] . Marque un point F sur [BC] tel 
que CF = AH , puis un point G sur [CD] tel que CG = AE . 


1. Démontre que les quadrilatères AECG et AHCF sont des 


parallélogrammes. 


2. Démontre que EFGH est un parallélogramme. 


Trace deux droites parallèles d, et d, . Marque deux points A 


et C sur d, et deux points B et D sur d, . La parallèle 
à (AB) passant par D coupe d, en E . La parallèle à (BC) 
passant par E coupe d, en F . La parallèle à (CD) passant 


par F coupe d, en A'. 


1 
1. Démontre que les segments [AD], [BE] et [CF] ont le 


même milieu. 


2. Démontre que (CD) et (FA) sont parallèles, puis 


que A = A" 


1. Trace un cercle et deux cordes non parallèles de ce cercle. 


Où se coupent les médiatrices de ces deux cordes ? 


2. Démontre que si deux cordes d'un cercle ont même milieu, 


ce sont deux diamètres de ce cercle. 


3. Que penses-tu des parallélogrammes inscriptibles dans un 
cercle ? (c'est-à-dire tels qu'il existe un cercle passant 


par les quatre sommets). 
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4 (ar)on considère les deux points A 


et B ci-contre. Trace la média- 


trice de [AB] . 


1. Tu dois connaître deux isométries 
transformant chacune A en B 


et B en A. Quelles sont-elles ? E + 


- 2. Construis le transformé du 
triangle EFG par chacune des 
deux isométries précédentes. A 
Explique pourquoi il te suffit de 
chercher les transformés des 


points E, F, G. 


3. En utilisant du papier calque 
4 trace le transformé de la fleur 
ci-contre par chacune des deux 


isométries précédentes. 


A (881. Construis le transformé de la 


figure ABC ci-contre par l'appli- 


C cation SO] o S02 . 
X X 
œ œ 2. Dans une autre couleur, construls 


le transformé de cette même figure 


par l'application SO) ° SO : 


(33): Construis le transformé du point À 


par la symétrie So : 


2. En utilisant du papier cälque, trace 


Px 


le transformé de la figure ci-contre F 


% 


par l'application s os (c'est- 


0° ‘d 
ä-dire l'application sq suivie 
de So) - Repasse en rouge la figure 


obtenue. 


3, Refais la question précédente avec 


è l'application Sa So * Repasse en 


vert la figure obtenue. 
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(ao). Construis un parallélogramme ABCD 
de centre IL ayant un côté sur d, 
les deux autres sommets étant sur 
LE le cercle me (Indication : cons- 
tuis Le transformé de La droite d 
par La symétrie de centre TI. 


Trace deux droites ?, et £, non parallèles. Marque un point À 
sur £, et marque un point I situé, ni sur L, ni sur £, A 
Construis un parallélogramme ABCD de centre I , le sommet B 
étant sur 4, et le sommet D sur £,. (Indication : construits + 


d'abord Le transfonmé de La droite &, par La symétrie de centre I). 


Trace un cercle PF de centre O et marque un point I quelconque 
du plan. Construis le transformé du cercle F par la symétrie de 


centre I . Justifie ta construction. 


€ Construis un parallé- 


logramme ABCD de 
centre I , les sommets A 


et B étant sur le cercle FE 


et les sommets C et D sur 


» 


(44) Trace un segment [00'] et appelle I le milieu de [00']. 
Trace le cercle FE de centre O0 et de rayon OI . Trace le 
, 
cercle EF de centre O0' et de rayon O'I . Marque sur (C4 un 
point À non situé sur (00') . La droite (AI) coupe (RER AM rs 


, 
1. Pourquoi le cercle 44 est-il le transformé du cercle CF par 


la symétrie Sr ? 


Lo 


2. Pourquoi avons-nous A' = 8, (A) ? Que penses-tu du quadrilatère 
OAO!'A' ? | 
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Trace un parallélogramme ABCD . Appelle I le point d'intersection 


de ses diagonales. 


1, 


Construis le cercle (0/4 circonscrit au triangle AIB et le 


cercle CZ circonscrit au triangle CID . 


Démontre que le transformé du cercle (2 par la symétrie de 
LA 
centre I est le cercle EC . Pourquoi ces deux cercles sont-ils 


tangents extérieurement ? 


Trace un triangle ABC . Marque un point O du plan (choisis-le 
extérieur au triangle ABC pour la clarté de la figure). 
Construis le point d'intersection G des médianes du triangle 
ABC . 

Construis le transformé A'B'C' du triangle ABC par la 
symétrie So de centre O . Construis aussi le point SO(G)» 
que l'on notera G' pour simplifier. 

Démontre que le point G' est l'intersection des médianes du 
triangle A'B'C' . Pour te justifier, précise la ou les pro- 
priétés de la symétrie centrale que tu utilises. (Indication : 
appelle T Le milieu de [BC]. Quelle est L'image de La 
médiane (AI) par £a symétrie 5, 7]. 


Recommence la totalité de la question précédente en remplaçant 
Le mot médiane par Le mot médiatrice et en gardant Les mêmes 


notations. (Tu peux rédiger une démonstration proche de la pré- 
cédente. Mais tu peux aussi en trouver une bien plus courte 


en considérant les cercles circonscrits aux triangles précédents). 


Trace un ensemble de trois points possédant un centre de symétrie. 
Trace un ensemble de quatre points possédant un centre de symétrie. 


Trace un ensemble de cinq points possédant un centre de symétrie. 
Peux-tu tracer un triangle possédant un centre de symétrie ? 
Supposons qu'un ensemble E formé d'un nombre impair de 


points possède un centre de symétrie ; explique pourquoi ce 


centre de symétrie est l'un des points de l'ensemble E . 
ym 
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i ési les 
Trace deux points 0, et 0, . On désigne par S0] et So) 
symétries de centres 0, et 0, . Trace un point quelconque M 


du plan. Construis les points M, = 80, (M) et M'=- s0,(s0, (1). 


Construis le point 0, = s0,(0,) ; 
1. Pourquoi les droites (0,M,) et (0,M') sont-elles 


parallèles ? Démontre que le quadrilatère 0,0,M'M est 


un parallélogramme ? 


2. Si les points 0, et 0, étaient 
les deux points ci-contre, construis, 
sans sortir de la feuille, les images 


de N, P par l'application SO) ° SO]: x 


Zx 
DX 


Trace un triangle ABC . Marque un point M quelconque du plan. 


Appelons les symétries centrales de centres respec- 


Sa» Sp Sc 

tifs A, B, C. 

1. i 1 = = = . 
Construis les points M, S à (M) » M, Sp (M) et M, Sc M) 
Trace le milieu D de [es] 


2. Démontre que la droite MM) est parallèle aux deux 


droites (AD) et (BC) . 
3. Démontre que le quadrilatère ABCD est un parallélogramme. 


&. Comment choisir le point M dans le plan pour que l'on 


i = 9 
ait M M, ? 


5. Sur une autre figure, trace un triangle IJK . Démontre 
qu'il existe un seul triangle EFG tel que les milieux 
respectifs des côtés [EF], [FG], [GE] soient les points 1,J,K. 


Construis ce triangle. 


(60) 1. Trace un parallélogramme ABCD . Marque un point M quelconque 
du plan et construis l'image de M par l'application SC° Sp °S a: 
Démontre que D est le milieu du segment [sc ° Sp © SM] 
Simplifie l'écriture de l'application Sc° Sp° SA * 
2. Sur une autre partie de ta feuille, trace cinq points E,F,G,H,I. 
Construis les points D et A tels que EFGD et DHIA soient 


des parallélogrammes. Démontre que Speo Sye Sge Sp° Se * SA : 


3. Construis un pentagone (polygone à cinq côtés) tel que les 
points E, F, G, H, L soient, dans cet ordre, les milieux de 


ses côtés ''consécutifs'. 
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(Gt) Trace un trianglé ABC et appelle A', B', C' les milieux res- 
pectifs des côtés [BC], [CA], [AB] . Marque le milieu C'" de 
[A'B], et le milieu B' de [A'C] . 


l. Démontre que les droites (C'C'"') et (B'B"') sont parallèles 
à la droite (AA') . 


2. Trace la médiane (BB') . On appelle G le point d'intersec- 
tion des médianes (BB') et (AA') . Appelle E le point 
d'intersection des droites (BB') et (C'C"') . Démontre que 


BE = EG = GB' . Quel est le rapport des longueurs B'G sur B'B. 


(62) 1. Trace deux droites parallèles d, et d, . Marque trois 


points À)» À,» À; sur d; et trois points B;; B,; B; 
sur d, . Démontre que les milieux respectifs LE L,; I, 
des segments [A8 |» [A8 />[4383] sont alignés. Quel est 

l'ensemble des milieux des segments [MM | quand M, parcourt 
d, et M, parcourt d, : 


2. Trace deux droites sécantes £, et £, . Démontre que 


tout point I du plan est le milieu d'un segment [MM | 


où M, est sur 2, et M, est sur 1, : (Indication : cons- 
tuis Le transformé de La droite L, par La symétrie de 


centre I) . 


(63) Trace un segment [AB] et son milieu I . Trace deux droites 
parallèles L; et L, passant respectivement par A et B. 
Trace une droite d passant par I et coupant 2, en A' 


L 
et L, en B'. 


Démontre que IA' = IB' : Rédige trois démonstrations différentes 


utilisant les trois idées suivantes : 


a) Utilise la symétrie centrale : quel est le transformé 


de la droite ?, par l'application Sy ? 


b) Utilise le théorème des parallèles équidistantes : intro- 


duis une troisième parallèle passant par I. 


c) Montre que B' est le point tel que AA'BB' soit un: 


parallélogramme. 
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Trace un segment [AB] . Partage le segment [AB] en cinq 


parties égales (sans règle graduée !). Détermine un point I 

du segment [AB] tel que + = ; . Détermine un point J 

de la droite (AB) n'appartenant pas au segment [AB] et 
JB _ 2 


tel que Ta “3 


Trace un autre segment [AB] . Construis le point I du 
IA _3 
IB 5 
la droite (AB) n'appartenant pas au segment [AB] tel que 
JA 3 


segment [AB] tel que et détermine un point J de 


FT 
Trace encore un autre segment [AB] et oriente la droite (AB). 


Construis les points I et J de la droite (AB) tels que 


IA 3 JA 3 


=-7 et ==> 


E— _— . 6 
IB JB 4 


Considère la figure ci-contre. 
OA _ 3 

Nous avons 0B 5 » et les 

droites (AA') et (BB') sont 

parallèles. Démontre que 

ans OA' _ oB' 

GET “5 que Gi 


Considère maintenant cette 
autre figure ci-contre où 

les droites (AA') et (BB') 
sont toujours parallèles, 
mais où OA = 3,1 cm et 

OB = 5,3 cm. 

Explique pourquoi nous avons 
OA" 31 GA 

ET 53 : Déduis-en que 


on! 08" 
OA OB ‘ 





189 


COMMENTAIRES des EXERCICES dela PARTIE 4 


ne ce | Th < »> Chaque commentaire est précédé de “mots clefs”. 
+." | a | Les symboles utilisés sont ceux qui figurent dans 
la liste des énoncés de la page 169. Quelquefois 
nous renvoyons aussi aux énoncés de la page 103 
de la partie 3 “rectangle et triangle rectangle”. 


Les « nn . > Les mots clefs sont approximativement écrits dans 
te ; ee l'ordre où ils apparaissent dans l'exercice. Nous ne 
HS AUTRE cherchons pas à être exhaustifs. Par exemple vous 

rade n'y trouverez jamais “parallélisme”, car nous 

| | pensons que l'énoncé : “si deux droites sont 

parallèles à une troisième droite, alors elles sont 
parallèles’ doit être devenu suffisamment banal. 















exercices n° 
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1 a 17 : 


L'outil essentiel pour résoudre les exercices n° 1 à 17 


est le théorème de la droite des milieux (énoncés M;, My» M3) , 


= 


exercice 1 . mots clefs : . énoncés M,, M, . 


Ne revenons pas sur l'intérêt de ce type d'exercice. 
Nous avons marqué le milieu de [AB] pour faciliter 


la découverte de l'élève. 


exercice 2 . mots cêegs : . énoncé W, : 


. point situé à des distances données 

Le deux posés : intersection de 
eux CeAC£CS. 

Pour résoudre un problème de construction, l'élève 

devra savoir qu'il est souvent indispensable de 

tracer d'abord une figure approximative à main 

levée, et d'y porter les données ou conditions du 


problème. 


L'exercice n° |] pourra peut être donner à l'élève 
l'idée de construire d'abord le milieu J de [AC} 
sinon il faudra lui donner cette indication. Le 
point J étant construit (il y a deux points pos- 
sibles, J et J' , qui donneront deux triangles), 


on obtient C et C' de manière évidente. 


Nous avons déjà signalé qu'il est 4ouvent absurde - 
à ce niveau - d'exiger une justification logique 
complète pour un exercice de construction (voir le 
commentaire des exercices 3 et 4 de la partie 3, 
page 127). Par exemple ici, l'élève peut penser, 
non sans raison, que sa construction est justifiée 


dès lors qu'il écrit, plus ou moins approximative- 

= BC 
2 

le point J se trouve sur le cercle de centre I 


ment : '"... on doit avoir : LJ 


= 3,5 cm, donc 
et de rayon 3,5 cm . Il se trouve aussi sur le 
cercle de centre B et de rayon 4,5 cm . Le 
point J se trouve donc à l'intersection de ces 


"", Mais le professeur sait qu'il 


deux cercles... 
s'agit seulement 1à d'une condition nécessaire. 


La justification logique complète consisterait à 
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montrer que les deux triangles obtenus vérifient 
bien les conditions requises. Ceci est certes im- 
médiat (réutilisation de L'énoncé M,) mais paraîtrait 


à l'élève une répétition bizarre, gratuite, et pour 


tout dire incompréhensoble. 


. exercice 3 . mots chefs : . énoncé M, , 


exencice 4 . 


exencice 5 . 


. {osange. 


Le thème des ‘milieux des côtés d'un quadrilatère" 
est riche car il permet des exercices de difficultés 
variées. On le rencontre dans d'autres exercices 

(n° 7, 8, 9, 21, 46, 47). Il s'agit dans cet exer-— 
cice d'utiliser simplement 1'énoncé My, dans un cas 


de figure précis, ce qui facilite la tâche de l'élève. 


mots clefs : . énoncé M, 5 


C'est un petit exercice de logique ; sa rédaction 
est simple : Appelons K le milieu de [AC] . 

Le segment [IK] joint les milieux des côtés [AB] 
et [AC] du triangle ABC , donc IK = pe . Il 

en résulte que le point K est sur le cercle de 
centre I et de rayon BJ = 2 . Le milieu K 


de [AC] est donc l'un des deux points K, ou K 


2° 
mots clefs : . aire d'un triangle. 
. énoncés M, 2 M, . 
. distance de deux droites paral£èles 
er eee 
un nectang£e) . 
Les hauteurs issues de B', C', A' des triangles A'CB', 
A'C'B et A'B'C' sont de même longueur a car 
les droites (B'C') et (BC) sont parallèles 
(énoncé M,). Gi ce n'est pas évident pour élève, 
il faut qu'il considère les rectangles qui appa- 
raissent sur la figure). D'autre part, les côtés 
[A'c], [BA'] et [B'C'] des trois triangles pré- 
cédents sont de même longueur b (énoncé M). Les 
trois triangles précédents ont donc la même aire 


ab 
2 
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De la même manière on prouve que les triangles 


A'CB' et AB'C' ont la même aire. On a donc : 


aire A'B'C' à 





aire ABC & 
. exercice 6 . mots chefs : . énoncé M; : 


> Nous retrouverons cette démonstration lors de la 
caractérisation d'un parallélogramme à partir de 
ses diagonales.(La perpendicularité des diagonales 


du losange est ici inutile). 


> La résolution de cet exercice suppose une "petite 
découverte" de l'élève. On peut simplifier cette 
résolution en faisant démontrer séparément que (1J) 


est parallèle, à la fois à (BC) et à (AD) 


. exercice 7 . mots clefs : . nectangle : Longueur de 464 
gente 


. exercice 8 . mots clefs 


5 
Sle 
SE 
| 
Su 
S 
S 
8 
S 


. énoncé M; . 
. prallèles et perpendiculaires. 
: rectangle. 


. 


. exencice 9 . mots clefs 


.< énoncés M; et M, . 
+ Cautê. 





> Les exercices n° 7, 8, 9 ont tous pour thème 
les milieux des côtés d'un quadrilatère". Ils 
sont cependant très différents et complémentaires. 
Le libellé du n° 9 suppose que l'élève ait traité 
auparavant les deux autres. Sinon il faudrait sans 
doute le détailler pour une grande majorité d'élèves. 


. exercice 10 . mots cles : .« énoncés M: M3 


. exercice 11 . mots clefs : . énoncés M2 Mg, M. 


— Les exercices 10 et 11 sont les deux premiers exer- 


cices où L'énoncé M3 a une utilité. On peut faciliter 


exercice 12 . 


exercice 13 . 


> 
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leur résolution en précisant les triangles à con- 
sidérer. La deuxième question du n° 11 nécessite 
plus de réflexion qu'il n'y parait. L est le 
milieu de [JK] car LK === = LJ . Faut-il 
détailler cette question ? Nous ne le pensons pas. 
L'élève ne perd pas son temps lorsqu'il cherche 

ce type d'exercice, même si la réussite n'est pas 


immédiate. 


mots clefs : .« énoncë M, ù 


Nous avons déjà traité cet exercice dans la partie 
précédente à l'aide des énoncés sur le triangle 


rectangle (exercice 7 , page 108). 


mots chefs : . énoncés M;_(M;) . 


Le tracé d'une construction approximative doit 
permettre à l'élève de découvrir la solution. 
Appelons J le milieu de [AC] ; la droite (1IJ) 


doit être parallèle à (AB) = 1 (énoncé M;} és 


l 
La construction en résulte. (Réciproquement, le 
point J obtenu convient (énoncé M3) ; mais l'uti- 
lité de ce dernier point risque d'être obscure 


pour les élèves). 


. exercice 14 . mots clefs : . énoncés M,_(M,). 


Il est proche du précédent. L'élève doit penser 
à tracer d'abord le milieu de [AB] . Selon la 
destination de l'exercice, vous pourrez éventuel- 
lement supprimer l'indication donnée à la fin de 


l'énoncé. 


exencice 15 . mots clefs : . inégalité tuangutaire. 


. énoncés Mr M3 : 
. mdiatrice. 
: paradtètes et perpendiculaires . 


. tuang£e rectangle : énoncé A : 


= L'élève découvre que ‘les points M" sont proba- 


blement sur un cercle. L'objet de cet exercice 
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est de démontrer ce phénomène. On y trouve 
rassemblés : l'inégalité triangulaire, la média- 
trice, le triangle rectangle, et la "droite des 
milieux''. Il ne faut donc pas le proposer trop 


tôt. 


> Si l'élève ‘'constate'"" expérimentalement que l'on 
doit avoir 2 < MB < 6 (en cm), ce n'est déjà pas 
si mal. C'est mieux s'il le justifie. Il suffit 
d'écrire la condition pour pouvoir construire un 
triangle MAB sachant que AB = 6 cm et MA= 2MB: 
|2MB - MB] < 6 < 2MB + MB soit 2 < MB < 6 (en cm). 
Les cas d'égalité correspondent à des alignements 
(points M; et M,) ; nous n'avons pas de vrais 


triangles mais ce sont des points qui conviennent 


pour notre problème. 


> Le choix de la longueur 6 cm est conscient : 
nous voulons éviter de superposer trop de diffi- 
cultés (le partage d'un segment en parties égales 


ou dans un rapport donné sera vu plus loin). 


> Nous demandons seulement de démontrer que M est 
sur le cercle de diamêtre [M] . La réciproque 


est démontrée dans l'exercice suivant. 


> Plus généralement, l'ensemble des points du plan 
vérifiant 5 = k , où k est une constante 
différente de 1 , est un cercle. La démonstration 
de ce résultat nécessite au moins le théorème de 


Pythagore (programme de 3e) . 


. exencice 16 . mots clefs : . triangle rectangle (énoncé b ou Ti). 
. parallèles et perpendiculaires . 


*« énoncés Ms J 


æ C'est la "réciproque" de l'exercice précédent, 
qu'il est préférable de traiter auparavant, mais 
ce n'est pas obligatoire. Nous y demandons de 
montrer que tous les points du cercle de diamètre 


[MM | vérifient bien MA = 2MB . 
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. exercice 17 . mots clefs : . énoncé M3 (ou M,) , 
. médiatrices d'un triangle. 
. perpendiculaires et parallèles. 
. hauteurs d'un triangle. 


> Cet exercice est repris plus loin (n° 30). 
Mais ici nous n'utilisons pas le parallélogramme. 
Ceci permet de le présenter plus tôt. Le résultat 


pourra éventuellement être retenu par l'élève. 


> Remarquons la formulation de la question 1 : les 
énoncés M ou M; s'utilisent indifféremment. La 


LL 


"distance" de ces deux énoncés "réciproques" est 


donc parfois nulle. 





© Les exercices n° 18 à 36 portent essentiellement sur Le parat- 
Lélogramme. 


énoncés P7, P,. 


.. 
e 


4 . exercice 18 . mots clefs 
À . exencice 19 . mots clefs : . énoncé P,. 


. exercice 20 . mots c£egs 


= Ce sont trois exercices simples sur les propriétés 


. énoncé P,. 


he De mms mm 


du parallélogramme. Beaucoup d'élèves doivent 
pouvoir en découvrir la solution s'ils disposent 


d'un temps suffisant (à proposer peut être "pour 


ds dos. dd ét 


la maison'"'). L'exercice 20 devient plus simple 
mais moins intéressant si nous donnons l'indication 
suivante : "“construis d'abord l'intersection des 


diagonales". 


. exencice 21 . mots clefs : . énoncé M, À 
. énoncé Ps (ou P) : 


ES PT 


— Si vos élèves ont résolu suffisamment d'exercices 
sur la ‘droite des milieux'', c'est un exercice 


facile. 
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> Notons qu'il y a deux manières de résoudre la 


deuxième question : 


. ou bien, on démontre que (JK) et (LI) sont 
aussi parallèles, en considérant la droite (BD), 


. ou bien, on écrit IJ= = = LK (énoncé M,). 
Puisque nous avons (1J) // (LK) , il en résulte 
que [IJ] et [KL] sont deux côtés opposés 
d'un parallélogramme (énoncé P,l. Ce parallélo- 
gramme est IJKL (évidence visuelle). Cette 
deuxième solution n'offre pas ici d'intérêt 
particulier. On peut ne pas en parler, mais face 
à un élève il serait aberrant de la refuser ou 


de la considérer comme moins rigoureuse. 


. exercice 22. mots clefs : . énoncés Pyr P3 ; 


> En utilisant deux fois l'énoncé Por nous prouvons 
que le milieu de [AC] est également le milieu 
de [BD], ainsi que celui de [EF] . Puis l'énon- 
cé P; nous permet d'affirmer que le quadrilatère 
BEDF est un parallélogramme car ses diagonales 


se coupent en leur milieu. 


, . exercice 23. mots clefs : . énoncé P, L 
. cuactérisations du rectangle et 
du Losange par Les propriétés de 
Teurs anoreten 


> Exercice banal, mais intéressant. 


. exencice 24 , mots ctefs : + énoncés Pi: Py k 


Les segments [AB] et [EF] sont parallèles et 
de même longueur. Ce sont donc deux côtés opposés 
d'un parallélogramme. Ce parallélogramme est bien 
sûr ABFE et non pas ABEF . (Même considération 

» pour [AB], [GH] et [CD], [GH]) . 
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> Se priver volontairement de la détermination 
visuelle précédente serait une véritable escro- 
querie : en effet, supposons que vous sachiez 
que YZTX et TZVU sont des parallélogrammes. 
Vous en déduisez logiquement (si X, Y, U, V ne 
sont pas alignés) que [XY] et [UV] sont deux 
côtés opposés d'un parallélogramme. Mais que 
faites-vous pour savoir si ce parallélogramme 
est XYUV ou XYVU ? Appliquez-vous un théorème ? 
Réponse : jamais ! Nous faisons tous une figure. 
(Certains écrivent peut être mécaniquement des 
égalités vectorielles mais cela sort du présent 
cadre). Et non seulement nous faisons une figure 


mais nous nous y fions... 


. exercice 25 . mots clefs : .« énoncés P,, P, . 
. inégalité triangulaire. 
> Nous écrivons deux inégalités triangulaires dans 


le triangle ABD : 


AD < AB + BD 
AB < AD + DB 


mais BD = AC et AIl= 


Le ; d'où le résultat... 


. exercice 26 . mots clegs : . énoncés M: M : 
. énoncé Pa ‘ 
> Cet exercice est un cas particulier du théorème 
des parallèles équidistantes. Mais nous n'utilisons 
ici que la ‘droite des milieux", comme le suggère 
l'énoncé. 


> Notons que dans l'exercice 53, nous demanderons 


trois autres démonstrations de ce résultat. 
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. exercice 77 . mots c£efs : . &noncés M,, M;, M, + 
.« énoncés PorPieP; Lou P;,P,,P,). 

> La première question se résoud en utilisant le 
théorème de la ‘droite des milieux'' (successivement, 
énoncés M,, M3, M,) 

> Pour résoudre la deuxième question, il suffit de 
remarquer que les diagonales du quadrilatère AICJ 
se coupent en leur milieu. Ce quadrilatère est 
donc un parallélogramme (énoncé P;l. Mais il con- 
viendra d'accepter aussi la démonstration suivante 
utilisant en particulier L'énoncé P, : Nous avons 
d'une part AL=— = = CJ et d'autre part 
(AI) #/ (CJ) . Les segments [AI] et [CJ] sont 


donc deux côtés opposés d'un parallélogramme. Ce 





parallélogramme est AICJ . Notons que cette dé- 
monstration est plus directe : elle n'utilise pas 


la première question. 


> Dans la troisième question, on pourrait ne pas 


indiquer le triangle qu'il faut considérer. 


< . exercice 28 . mots clegs : . énoncé M; , 
+ énoncés Por Po 
. médianes d'un triangle. 

Cet exercice démontre le même résultat que l'exer- 
cice 11, mais en utilisant le parallélogramme. La 
démonstration est ici un peu plus courte. Pour 
l'élève il s'agit cependant de deux exercices très 


différents. 


exercice 29 . mots clefs 
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. 
. 


énoncés Pr Po : 
. énoncé M : 
. médianes d'un triangle. 
> Il y a de nombreuses façons de démontrer que les 
médianes d'un triangle sont concourantes, même si 
l'on se limite aux seuls "outils'' contenus dans 
la partie 4. En relevant six ou sept énoncés dans 
quatre ou cinq manuels pris au hasard, nous nous 
sommes aperçus que tous ces énoncés procédaient 
ainsi : 

a) On y démontre par des procédés voisins (paral- 
lélogramme, ‘droite des milieux''...) que deux 
médianes - en tant que segments - se coupent 
en un point situé au tiers de chacune d'elles 


à partir de leur ‘pied. 
P P 


b) On en déduit par des considérations logiques - 
immédiates pour le professeur - que les trois 


médianes sont bien concourantes. 


Mais ce type de déduction n'est ni très facile, 
ni psychologiquement très convainquant pour 
l'élève. Il est peut être préférable de fonder ce 
‘théorème classique" sur une démonstration plus 
directe. C'est l'objet des trois premières ques- 


tions de cet exercice 29. 


> Dans les questions 2 et 3 nous précisons dans 
quels triangles l'élève doit appliquer le théorème 
de la ‘droite des milieux'"' car nous avons voulu 
que l'exercice soit plutôt facile. Vous pouvez 
rayer ces indications. 

> Dans la quatrième question il serait bien sûr 
possible, après avoir montré que C'G = : C'C: ; 
de recommencer l'exercice en considérant les 
points A'', B' analogues à C'"' , qui donneront 
les parallélogrammes BGCA'" et CGAB"... Mais 
il est préférable que l'élève comprenne si possible 
que le choix de la médiane (CC') est arbitraire... 


Tout ceci est bien sûr assez délicat. 


201 


. exercice 30 . mots clefs : . énoncés P;, P; . 
. médiatrices d'un tuiangle. 
. prallèles et perpendiculaires . 
. hauteurs d'un triangle. 
= Cet exercice démontre que les hauteurs de tout 
triangle sont concourantes. 
C'est une variante de l'exercice 17. On y utilise 


les énoncés Po P; au lieu de L'énoncé M; (ou M). 


> La formulation de la deuxième question est volon- 
tairement peu détaillée. Vous pouvez la modifier. 
Nous considérons bien sûr que la concourance des 
médiatrices d'un triangle est un résultat bien 


connu. 


Notons qu'en toute rigueur, il faut établir 
pourquoi les points E, F, G sont deux ä deux 
distincts. Ceci est facile mais ne présente 


aucun intérêt. 


. exencice 31 . mots clefs : .« énoncé P, ; 
. aire d'un tuiang£e. 
. losange, rectangle. 
> Tel qu'il est rédigé, c'est un exercice à laisser 
chercher suffisamment. Sinon il faut détailler 
les deux premières questions, ou donner des indi- 


cations. 


> L'aire sera maximum quand certaines des hauteurs 
considérées précédemment auront une longueur 
maximum. Nous obtenons un losange pour la troisième 


question et un rectangle pour la quatrième question. 


. exercice 32 . mots clefs : . énoncé P; ; 
. mdiatrice. 
. énoncé P, L 
s ° 5 5 ! 
. tuangle rectangle: énoncés a T,. 
. perpendiculatres et parattètes. 


> Il s'agit simplement dans la première question, 


d'affirmer que le point D est bien sur les 
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deux cercles considérés puisque les côtés opposés 
de tout parallélogramme sont de même longueur : 


CD = AB et AD = BC . 


> Le quadrilatère ABCE possède un axe de symétrie. 
De plus il est croisé. (ACBE est un trapèze 
isocèle). Il n'y a donc jamais aucun risque de 
confusion entre D et E et l'on peut construire 
"raisonnablement" le ‘quatrième sommet" d'un paral- 


lélogramme en traçant les deux cercles de l'énoncé. 


. exercice 33 . mots clefs : . médiatrice. 


. symétrie axiale ; conservation des 
Trance. 
. énoncé P; ; 
> C'est pour le professeur une variante du précédent. 
Mais il paraîtra radicalement différent à l'élève. 


Si vous souhaitez traiter les deux exercices, il 


vaut mieux laisser un peu de temps entre eux. 


> Notons que la question 2 n'est pas logiquement 
utile pour résoudre la troisième, mais elle ren- 


force l'intérêt du problème. . 


Le quadrilatère ABCD , qui est croisé, n'est 
évidemment pas un parallélogranme. L'évidence C 
visuelle suffit. (On peut préciser que ses diago- 
nales [AC] et [BD] sont même parallèles puisque 


toutes deux perpendiculaires à d) . 


. exercice 34 . mots cles : . énoncés Por P ; Pyr P3 , 


> Nous pourrions traiter cet exercice en utilisant | 


la symétrie centrale. (Dans la symétrie par rapport 





au centre du parallélogramme, on peut démontrer 
que les images des points E, H sont les points 


G, F) . rs 


te mn di ec 2 ne de dde nd nf alt. de nn 2 








= L'énoncé Py nous permet d'affirmer que les segments 
[AE], [CG] d'une part, et [AH], [CF] d'autre 
part, sont les côtés opposés de deux parallélo- 
grammes. Ces parallélogrammes sont bien sûr AECG 


et AHCF . 


> La question 2 se résout comme l'exercice 22. 


. exercice 35 . mots clegs : . énoncés P,, Pr, Pz2 Po + 
> Il résulte immédiatement des hypothèses que les 
quadrilatères AEDB et BCEF sont des parallé- 
logrammes. On en déduit que le milieu du segment 


[EB] est aussi celui des segments [AD] et [CF]. 


> On déduit de la question 1 que le quadrilatère ACDF 
est un parallélogramme. Les droites (FA) et (CD) 
sont donc parallèles. Le point A' est donc le 
point d'intersection de (FA) et d, , c'est-ä- 


dire A. 


. exercice 36 . mots clefs : . mêdiatrice, corde. 
. énoncé P, : 
. Aectangle : énoncés R; (ou Es ou Th). 
> C'est un exercice d'apparence très simple mais 
nécessitant une bonne réflexion de l'élève. La 


rédaction de la solution est courte. 


© Les exercices 37 à 50 utilisent en particulier L'étude 
de La symétrie centrale. 


. exercice 37 . mots clefs : . Ésométrutes échangeant deux points. 
. image d'un 4eqment par une symétue 
PET ou Pate 
. vüualisation de symétrtes. 


» On ne demande pas de montrer qu'il n'y a pas 
d'autres isométries échangeant les deux points A 
et B. Cela serait possible en utilisant la 
seule théorie de la médiatrice, mais nécessiterait 


un assez long développement. 





exercice 38 . 


exercice 39 . 


exercice 40 . 


exencice 41 . 


exencice 42 . 


D 
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Il n'y a que des avantages à utiliser de temps 
à autre le papier calque pour tracer des trans- 


formés de certaines figures. 


mots clegs : . visualisation de symêtruies, de 
Leurs composées. 
(of gof en général. 


Nous nous sommes fixé comme règle de ne pas 
prononcer le mot "translation" dans cette partie. 
Vous pouvez cependant en parler ; cela dépend de 
la chronologie précise que vous avez adoptée et 
en particulier de l'avancement de vos considéra- 
tions sur la partie 5 "coondonnëées, vecteurs et 
translations". 


mots clefs : . visualisation de Aymêétries, de 
Teurs composées . 


. { o 9 # 9 o À en génêrae. 


mots chefs : .« Amage d'une droite par une symétrie 
TE LTI TR 


. énoncé P; < 


mots clefs : . image d'une droite par une symétrie 
LT DR 


. énoncé P; x 


mots clefs : . trans forumé d'un cercle par une 
symétrie c 3: 


. une symétrie centrale est une 


AsOMmeTLLe . 


La démonstration complète (avec la réciproque) est 
délicate pour beaucoup d'élèves : Appelons : 
le cercle de centre O' = s7(0) et de même rayon 
que . Soit M un point de . Posons 


M' = 8 (M) . La symétrie centrale s, est une 


I 
isométrie, donc O'M' = OM . Le point M' est 
, 
donc sur le cercle A Réciproquement, soit P 
, 
un point du cercle Se Le raisonnement précédent 


prouve également que le point P'= 8, (P) est sur 
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le cercle AR Mais s,(P") = P et donc tout 
point du cercle eut l'image d'un point du 
cercle (24 , par la symétrie Sy : 
— Si l'élève a bien compris la portée de la manipu- 
lation au papier calque expliquée dans cette partie 
p.163; la démonstration précédente perd de son 


intérêt, car son résultat est évident. 


@ A partir de maintenant, et notamment dans Les exencices 43, 44, 


45, 46, nous supposeñons connu que Le transfonmé d'un cercle 
par une symétrie centrale est un cercle de même rayon dont Le 
centre est Le transformé du centre du cercle donné. 


exercice 43 . mots clefs : . transformé d'un cenc£e par une 
symetrue ce : 


. énoncé P; . 


exercice 44 . mots clefs : . truansfonmé d'un cenc£e par une 
symetrce Q ; 


. énoncé P; : 
> Question 2 : Le symétrique de A par rapport à I 
se trouve, d'une part sur la droite (IA), et 


, 
d'autre part sur le cercle EF . C'est donc le 
point A'. 


exercice 45 . mots clefs : . Le cercle circonscrit à un triangle. 


. tuansforumé d'un cerc£e par une 
symevue C : 
. cencles tangents [extérieurement]). 


> Le transformé du cercle EF doit passer par les 
transformés des points A, L, B c'est-à-dire 
par les points C, I, D . Il s'agit donc du 
; Ras 


cercle circonscrit au triangle CID . 


» 


> En appelant O et O0' les centres de 74 et 4 
nous avons s (0) = 0' . Le point I est donc 
le milieu de [00'] et 00' = IO + I0' . Le 
point I étant commun aux deux cercles, cette 
égalité prouve que les deux cercles sont tangents 


extérieurement en I . (Cette question est plus 


délicate mais intéressante). 
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. exercice 46 . mots clefs : . médianes d'un triangke. 

image d'une droite par une 

4 TP centrare. Ta e du milieu 

Tan segment UNE TT de La 

distance). 

. médiatrices d'un tuiangle. Cercle 
CULCONA CL. 

. Amage d'un cercle par une symétrie 
I LT TR 


> Question 2 : L'image par la symétrie So ? du 


cercle circonscrit au triangle ABC est un cercle 





passant par les images A', B', C' des points 

A, B, C . Il s'agit donc du cercle circonscrit 

au triangle A'B'C' . Son centre G' = s,(G) est 
donc le point d'intersection des médiatrices du 


triangle A'B'C' . 


. exercice 47 . mots clefs : ensemble £gint de points possédant 
un centre de symetue.. 


> Dans cet exercice, l'essentiel pour l'élève est 
de trouver des idées et non de faire une belle 


rédaction, ce qui serait trop difficile. 


> Cinq points : les quatre sommets d'un parallélo- 


gramme et son centre. 


> Un ‘'vrai'' triangle ne possède jamais de centre de 
symétrie. En effet, s'il y avait un centre de 
symétrie, il serait le milieu d'un côté, ce qui 
est absurde, car l'image du troisième sommet 


donnerait un quatrième sommet. 


> Supposons que le centre ne soit pas un point de 
l'ensemble E . Nous pourrions faire une partition 
de l'ensemble E formé d'un certain nombre de 
paquets de 2 éléments ; chaque paquet étant 
formé d'un point et de son image. Le nombre d'élé- 
ments de E serait donc pair. Or ceci est contraire 


= 


à l'hypothèse. Notre supposition est donc absurde. 
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. exercice 48 . mots clegs : .« énoncé P, ou proprictés de £a 
symétrie centrale. 
. énoncés M,, P,, ou bien M, et P, . 


. composée de deux symétries centrales . 


> Les droites (0,0,) et (MM') sont également 
parallèles (énoncé M;) donc 0,0,M'M est un 
parallélogramme. Il y a deux autres démonstrations 


possibles en utilisant les énoncés M, et Py é 


> Nous n'utilisons pas encore le mot "translation". 


(voir le commentaire de l'exercice 38). 


. exercice 49 . mots clefs : . énoncés M,, P, ou bien Mis Ms Pye 
. composée de trois symétries centrales. 
. Le triangle dont Les milieux des 
COLES TT: donnés. 
> C'est encore une variante sur le thème des milieux 


des côtés d'un quadrilatère. 


> Question 3 : On peut démontrer que (AB) et (CD) 


sont aussi parallèles ; on peut aussi appliquer 


ss | Hi 
L'énonceé P, puisque AD = BC = : 
4 2 





> Dès que la question 3 est démontrée, nous pourrions 
affirmer que s s s, = s_ . Nous ne le 
% CR Es 4 D 
demandons pas pour garder un aspect plus élémentaire 
à l'exercice. Nous préférons poser cette question, 


plus brutalement, dans l'exercice suivant. 


> La question 5 (unicité) est évidemment délicate. 


. exercice 50 . mots c£efs : . énoncés M, ePorMz 
. composée de trois symétries centrales. 
. composée de cinq symêtries centrales. 


” La sécheresse de la première question suppose que 
l'on ait déjà rencontré plusieurs fois ce type de 


figure (exercices 49, 21, 8...). 


= Cet exercice suppose une certaine ‘initiation! 
préalable - éventuellement très courte — concernant 
les composées de plus de deux applications. 
Remarquons que nous ne mettons de parenthèses ni 


8 ni dans $.0 8 


dans 8, o 8 A L 


C B ° RAS «AS FE de : 


Had de mertant À vien lié cmprescione dumt 

gun En amenée HSE pese mate geste Toame 

Wu ir dt + tue De éuule Dei % , Dee parenedene 
Me mom qu embase pratbque dis sttives Lettre 
Con ur un mie Me dll, es bts re ion 2 


ge os os Sp fe * ge Ses Fes y: 
a LL LS é 
la prendiee fgnitré Cc'est-bdire be penis iitre 


de montre de parentidees où L'on veut) cet ne 
frédenre pans qui comprend Bien Le tons de «+ 


cresson. Prat colle eut de toute tamière difri- 
vie gamr mamremg 4'$ibeme. 


© es vonnnines d° VU 8 Et adéfinant La thévaim des panmattites 
Cu de a famtrs 


D) 


© ver us Mes 300 rie iémmmers time get 
sen ete + vues 


> Vos portes capes à one Élèves cmeme jm 
post vofiimmmnaet , à passés de se tfesitet, que 
es ivens és où fi angié GE sions se 
unit de cmmatslte de l'asarsins #83 





e imaniiiéme he rés 6, dosmme jun t, + 
moitie à 6, 06 4, Alta Auté des put 
ét pren , mt, En en fe miles 
F Promos Ge mie di étopmus Mr Mie {me 


D TRUC DE TUCOTCE Le 2 S 


© AH sms ut Ep dtrunibt 4eË dés ifinée 
Dates de opt renier + 
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. exercice 53 . mots clefs : . image d'une droite par une 
symétrute ce e. 
. parallèles équidistantes. 
. &nonces P,, P; . 
 Remarquons que nous avons déjà rencontré une 


première méthode (''droite des milieux") dans 


l'exercice 26. 


= Méthode c) : Soit B'' le point du plan tel que 
AA'BB'" soit un parallélogramme. Le point B" 
est nécessairement sur la droite (A'I) = d 
(énoncé Pol. Le point B'"' est également sur la 
droite passant par B et parallèle à (AA') , 
c'est-à-dire L, . Donc B'"=4dn L, 3 d'où B'=B'. 


. exercice 54 . mots clefs : . "partage d'un segment". 
. recherche des points M de La 
droite (AB) tels que TB “ R à 
> La difficulté des questions est croissante. Laissons 


les élèves tâtonner, puis trouver cet exercice. 


. exercice 55 . mots clefs : . paralèles & uidis tantes 
Tu partage d'un segme. Le 


> Question 2 : Graduons [0OB] en millimètres et 
menons par tous les points de cette graduation des 
parallèles à (BB')... Nous obtenons alors un par- 
tage de [OB'] en 53 segments de même longueur. 
La 31ème parallèle (à partir de O) n'est autre 


que la droite (AA') et donc 


= Si nous orientons les droites, nous obtenons l'énon- 


cé de Thalès. (L'extension à des nombres non 


04 
OB 
décimaux ou non rationnels sera de toute manière 
symbolique car elle s'appuie sur la nature mathé- 
matique des nombres réels ... sans intérêt à ce 


niveau !). 


> Il est très important qu'étant donnée l'égalité 





= = à , L'élève sache en tirer selon les besoins, 
a __b C d bc 
= = a a = b °'"» ad = bc , a = a" 
C'est beaucoup moins difficile qu'on ne le croit. 
4 
à + 


O O 
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COORDONNÉES — VECTEURS et TRANSLATIONS 
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PARTIE 5 


COORDONNÉES — VECTEURS et TRANSLATIONS 


la notion d'application 


> /l conviendra de ne pas attendre la fin de l'année 
scolaire pour aborder cette partie importante. 
De nombreux exercices portent sur le repérage 
dans le plan ou sur les applications du plan 
définies par des formules, sans utiliser ni l'équi- 
pollence, ni les vecteurs. Il sera bon d'en traiter 
un certain nombre assez tôt (certains peuvent 
même se traiter avant la partie 3). 
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Nous traitons dans cette partie le programme de ‘géométrie analy- 
tique" (coordonnées, vecteurs), ainsi que les translations. Rappelons 
qu'à notre avis l'ensemble du programme de géométrie doit être axé sur 
l'apprentissage du raisonnement (c'est pourquoi nous croyons raisonnable 
de consacrer aux quatre premières parties au moins les trois-quarts du 


temps disponible, et d'employer le dernier quart à ce qui suit). 


Les techniques d'algébrisation de la géométrie ne seront pas, en 
quatrième, amenées à un stade d'élaboration suffisant, pour devenir réel- 


lement efficaces. En l'absence des théorèmes de Thalès et de Pythagore 





| (c'est-à-dire des équations de droites et de cercles, et de la possibilité 
de repérer l'orthogonalité), les coordonnées et les vecteurs ne permettent 

| aucune démonstration sérieuse. Nous n'avons trouvé que deux figures pou- 

| vant être étudiées avec les moyens dont nous disposons : le triangle et 

| 

| ses médianes, et le parallélogramme formé par les milieux des côtés d'un 
quadrilatère. En variant les présentations, nous avons fait cinq ou six 
énoncés avec chacune d'elles. C'est dire que la plupart des exercices 


que nous proposons sont de simples exercices d'application, sans originalité. 


Pour ne pas compliquer les parties de géométrie pure, qui sont pour 
nous le lieu idéal pour l'apprentissage du raisonnement, nous y avons fait 
un usage modéré de la notion de transformation géométrique. En contrepartie 

\| nous proposons maintenant de multiplier les exercices où l'on étudie de 
telles transformations, définies le plus souvent en terme de coordonnées. 

| Ceci permet en outre de familiariser l'élève avec la notion de vecteur, 
et de pratiquer les techniques de calcul (calcul fractionnaire, équations 


du premier degré,...) étudiées par ailleurs. 


Pour vous permettre de ne pas donner trop d'importance à tout ceci, 
nous avons éliminé un certain nombre d'énoncés, que vous trouverez dans 
certains manuels, mais qui nous semblent marginaux (ou plutôt peu inté- 


ressants pour la suite). 
Le plan que nous vous proposons est le suivant : 


1 Repérage dans Le plan (et coordonnées du milieu). 
IT Equipollence et vecteurs. 
111 Applications et transformations géométriques. 

IV Addition des vecteurs. 


Nous parlerons donc de coordonnées avant de parler des vecteurs. 


Les coordonnées de M ne sont plus définies comme les nombres à et 8 








RE 
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tels que OM = ai + Bi (contrairement aux habitudes prises avec les 
programmes de 1970). D'ailleurs nous utiliserons la notion de plan repéré 


pour les principales démonstrations de la théorie des vecteurs. 


Engin signalons qu'il n'y a aucune raison pour que tout ceci 40ût 
étudié au cours des dernières semaines de L'année scolaire. On peut 
commencer très +04 à porter des points dans un système d'axes. Le calcul 
des coordonnées du milieu n'utilise que Les propriétés élémentaires du 
rectangle (ou du triangle rectangle). Vous pouvez donc, au bout de que£- 
ques mois, mener de front La géométrie pure et Le travail dans un repère. 


La définition des vecteurs est tout naturellement £a suite de 
L'étude du parallélogramme. Nous devons vous mettre en garde : Les vecteurs 
jouent un rôle important en troisième, et ÀE est primordial que Les élèves 
sortant de quatrième, aient eu Le temps de se familiariser avec Leur 
manipulation. Leur définition devrait être donnée au moêns $ix semaines 
avant La fin de L'année scolaire. 
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1. REPERAGE DANS LE PLAN . 





= 


Depuis plusieurs années vos élèves ont appris à repérer des points 
par leurs coordonnées (il est cependant possible qu'ils n'aient jamais 
repéré qu'un quart de plan, c'est-à-dire qu'ils n'aient jamais vu de 
points à coordonnées négatives). Il n'y a donc pas à "faire de cours" 
sur ce sujet, ni à donner des définitions. On peut commencer par un 
exercice (par exemple l'un des cinq premiers que nous proposons), en 


expliquant, chaque fois qu'il est nécessaire, le vocabulaire employé. 


Pour nous, les systèmes d'axes seront toujours orthogonaux, et on 
prendra la même unité sur les deux axes. Les anciens programmes de 4e 
vous imposaient d'oublier les notions d'orthogonalité et de distance ; 
ils vous obligeaient donc à parler d'axes obliques. Les nouveaux textes 
vous permettent, au contraire, de commencer par ce qui reste malgré tout 
le cas le plus simple, et le seul utilisé en dehors des mathématiques. 
Plus tard (en seconde ou en première) vos meilleurs élèves apprendront 


à utiliser les axes obliques ; les autres n'en entendront jamais parler. 


L'essentiel de cette introduction aux coordonnées se trouve donc 
dans les exercices (n° 1 à 5) . Ils commencent tous par la phrase : 
"Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm)". Nous 
vous laissons le soin d'expliquer la ‘règle du jeu", en particulier que 
les deux axes ont leur origine commune en leur point d'intersection. 
Les points sont désignés par une lettre, et par leurs coordonnées entre 
parenthèses : A(1,2,D) ou M(x;y) . Nous avons employé un minimum de 
vocabulaire ; il est cependant préférable d'introduire des mots comme 
“labscisse" et "ordonnée". Dans un premier temps il s'agira, pour les 


élèves, d'exécuter rapidement les deux opérations élémentaires suivantes 


. placer un point dont on connait Les coordonnées. 
. mesurer Les coondonnées d'un point connu. 


Ceci pourrait d'ailleurs être proposé en sixième ou en cinquième. 


Dans un deuxième temps, nous utiliserons le calcul des "coordonnées 
du milieu". Ce sera le seul résultat dont nous disposerons pour faire 
des démonstrations au moyen des coordonnées. La théorie des vecteurs 
que nous verrons ensuite, ne fait que reformuler ceci de façon un peu 


plus "agréable". 
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é © Coordonnées du milieu. 


> Si À et B ont pour coordonnées respectives (xy 594) 
a (Xg; Up) , Le milieu du segment TAB] a pour coordonnées 
1 
(3 (x4+Xg) ; 3Yatÿg)) s 


Ce résultat est un corollaire immédiat du théorème des (trois) 
parallèles équidistantes (partie 4]. Mais on peut très bien revenir à 
"la droite des milieux'' ou même au "rectangle" ; ceci permet d'utiliser 


plus tôt les coordonnées du milieu. 


. Démonstration à partir de La droite des milieux : 


y Notons M le milieu de [AB] . Si a , b , m sont les pieds des 


perpendiculaires abaissées de À , B 


A 


et M sur 0x , les droites (Aa) , 
(Bb) et (Mm) sont parallèles. 

Dans le triangle BAa , la droite (Mm) 
est parallèle au côté [Aa] et coupe 
le côté [AB] en son milieu, donc 
elle coupe le côté [aB] en son 
milieu u . Dans le triangle abB , 
la droite (Mm) est parallèle au 

côté [Bb] , et coupe le côté [aB] 

en son milieu up , donc elle coupe 

le côté [ab] en son milieu. Ainsi m 


est le milieu du segment [ab] , et 





ar conséquent X —X_ = — X ser 
P q m a *b m ? 


. Démonstration à partir du rectangle : 


Considérons le rectangle AaBB 













s ‘la 
droite (Mm) passe par le milieu de 

a la diagonale [AB] , et est perpendi- 
culaire au côté [AB] ; c'est donc 
la médiatrice du côté [AB] . Consi- 
dérons ensuite le rectangle ABba ; 
la droite (Mm) est médiatrice du 
côté [BA] , elle est donc aussi 

A médiatrice du côté opposé [ab] ; 


donc m est le milieu du segment [ab]. 
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11. EQUIPOLLENCE ET VECTEURS . 





Si l'on regarde les définitions classiques, on voit que les notions 
de translation et de vecteurs sont jumelles : une translation est une 
application, on lui associe un vecteur, qui n'est autre que le graphe 
de cette application. Dans ces conditions il est clair qu'on a le choix 
entre deux attitudes : ou bien parler d'abord des vecteurs, et en dé- 
duire les translations (ce qui ne sera alors qu'un problème de traduc- 


tion) ; ou bien parler d'abord des translations, et en déduire les 


vecteurs. 


La notion de vecteur soulève des problèmes épistémologiques impor- 
tants : dans la présentation classique (i.e. : celle qui est à la mode 
depuis une dizaine d'années) un vecteur est une classe d'équivalence, 
c'est-à-dire un sous-ensemble de l'ensemble des bipoints ; puis on va 
additionner ces sous-ensembles ! En fait, les vecteurs ne seront vrai- 
ment utilisés qu'en 3e, mais, à cause des difficultés conceptuelles 
qu'ils présentent, il est important que, dès la classe de 4e, l'élève 


ait pu se familiariser avec eux. C'est pourquoi nous vous proposons de 


parler assez {ot des vecteurs (et de l'équipollence des bipoints). 
Plus tard (paragraphe 111) on parlera des translations. Enfin (para- 
graphe IV) on introduira la somme des vecteurs, en liaison avec la 


composition des translations. 


@ Equipollence. 


> Dire que Les deux bipoints (A,B) et (C,0] sont équipollents, 
c'est dire que Les segments [AB] et [CD] sont parallèles 
et de même Longueur, et aussi que Le sens de À vers B et 
Le sens de C vers D cotncident. 


Quelle place donner à cette notion de sens ? Dans leur ensemble, 
les manuels l'oublient complètement ; nous pensons que c'est une erreur. 
Evidemment il est hors de question d'en donner une axiomatique mathéma- 
tiquement correcte (ce n'est pas très difficile, mais c'est assez long 


et sans intérêt) ; mais est-ce une raison pour ne pas en parler ? 
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Tous vos élèves sauront, sur une figure, 
dire si deux bipoints (parallèles et 

de même longueur) ont même sit, 

Pour nous il s'agit donc d'une notion 
première (comme celle de longueur, de 
droite, d'angle droit,...) qu'on ne 
cherchera pas à définir, ni à formaliser, 
mais qu'on utilisera. Faut-il pour autant 
revenir à la définition qu'on donnait 
voici un siècle : un vecteur, c'est la 
donnée d'une longueur, d'une direction 

de droite, et d'un sens sur cette direc- 
tion de droite ? Nous n'osons vous le 
conseiller, et nous allons vous proposer 
une présentation, qui laissera côte à 
côte la définition maintenant classique, 
et celle que nous venons d'écrire, en 


donnant à cette dernière un rôle d'expli- 


cation heuristique. 


Partons de la question suivante : trois 
points A, B et C (non alignés) étant 
donnés, trouver D tel que ABDC soit 
un parallélogramme. Parmi les méthodes 
possibles on a celle-ci : traçons la 
parallèle à (AB) passant par C , et 
plaçons dessus D tel que AB = CD ; 

il y a deux points D possibles, qui 
sont de part et d'autre de C . L'un des 
deux convient, l'autre donne un quadri- 
latère ABCD qui est croisé. Le point D 
qui convient est celui pour lequel le 


sens de C vers D coïncide avec le 


sens de À vers B. 


(*) Ja seule difficulté que vous rencontrerez provient du fait que dans la vie courante les 


mots «sens» et «direction» ont la même signification. 





rt es th. 
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Ainsi, si A, B, C et D sont non alignés, dire que [AD] et [BC] 
ont même milieu (ou encore que ABDC est un parallélogramme), c'est 
dire que les segments [AB] et [CD] sont parallèles, de même longueur, 
et que le sens de A vers B et le sens de C vers D coïncident. 
Nous avons traduit ABDC parallélogramme par [AD] et [BC] ont même 
milieu, car il va falloir regarder le cas où A, B, C et D sont ali- 
gnés, et que nous ne voulons pas introduire les ‘'parallélogrammes aplatis". 
Et en effet, si trois points A, B, C sont alignés et si on veut tracer D 
tel que [AD] et [BC] aient même milieu, on va tracer D tel que 
CD = AB (mesures algébriques prises avec une unité, et une orientation 
quelconques sur la droite qui porte A, B et C) ; ici encore les 
segments [AB] et [CD] sont parallèles, de même longueur, et le sens 


de A vers B est le sens de C vers D. 


De cette étude nous extrayons la définition de la relation d'équi- 


pollence 


> Deux bipoints (A,B] et (C,0) sont dits équipollents 44 Les 
segments [AD] et [BC] ont même milieu. 


D'après l'étude ci-dessus, ceci signifie que les segments [AB] 
et [CD] sont parallèles et de même longueur, et que ‘(A,B) et (C,D) 
ont même sens''. La même étude prouve encore que deux cas de figure 


sont possibles. 


e Si A ,B ,C , D sont non alignés, l'équipollence de (A,B) 


et (C,D) signifie que ABDC est un parallélogramme. 


e Si A ,B ,C , D sont alignés, l'équipollence de (A,B) 
et (C,D) signifie que AB = CD (en choisissant une orienta- 


tion quelconque sur la droite qui les porte). 


Puisque nous donnons cette définition après avoir introduit les 
coordonnées, nous allons tout de suite dire comment on vérifiera l'équi- 
pollence de (A,B) et (C,D) quand les quatre points sont donnés par 
leurs coordonnées dans un système d'axes orthogonaux : le fait que [AD] 


fan. Bt AD. EVE 
Le ZA©D , B7C 


et [BC ont même milieu, s'écri 
[ ] , 1t 2 e 2 g] , 


ce qui s'écrit plutôt : 


le ne M  /. + 





(*) un bipoint, c'est deux points qui jouent des rôles différents, l'un est appelé origine et 
l’autre extrémité. 
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© Vecteurs. 


Nous pouvons alors donner Ammédiatement la définition des 


vecteurs : 


> On appelle vecteur AË , L'ensemble des bipoints équipollents 
au bipoint (A,B) . 


Bien sûr on va traduire cela par "AË est l'ensemble de tous les 
bipoints qui ont même longueur, même direction et même sens que (A,B)'" . 
Ce qui peut encore se dire ainsi : "AB est ce qui reste du bipoint (A,B) 
quand on a conservé sa longueur, sa direction et son sens, mais qu'on a 
oublié où se trouve son origine", ou encore : "un vecteur, c'est La 
donnée d'une Longueur, d'une direction de dnoite et d'un 4ens sun cette 
direction". Nous laissons donc côte à côte la ‘définition mathématique" 
et des explications heuristiques qui vont permettre La compréhension, 


et la reconnaissance visuelle sur une figure. 


Il nous reste à donner deux propriétés fondamentales des vecteurs : 


1) La première est celle-ci : ‘'si (A,B) 
et (C,D) sont équipollents, l'en- 


semble des bipoints équipollents à 


D 
B 2e =: (#7 ’ 
(A,B) est le même que l'ensemble 
des bipoints équipollents à (C,D)", 
ce qui peut s'écrire tout simplement : 
C 
A 


…— Les écritures (A,B) = (C,D) et AB = CÜ ont La même 
signification. 


Mathématiquement, il est équivalent de dire que £L'équipollence 
est une relation d'équivallence, c'est-à-dire que : 
(A,B) — (C,D) = (C,D) + (4,8) 
(A,B) rm ([C,D) et (C,D) - (E,F) = (A,B) - (E,F) . 
(TL reviendrait encore au même de dire que deux vecteurs - au sens 
de £a définition ci-dessus - sont ou bien disjoints, ou bien confondus). 


La symétrie de La nelation est totalement évidente, et elle est 
d'ailleurs implicite dans Le vocabulaire que nous employons (nous avons 


(*) ceci est une évidence visuelle. 


dit : "(A,B] et (C,D) sont équipollents" et non : "([A,B) est équi- 
pollent à (C,D0)"]). 


La transitivité peut 5e démontrer (Le plus simple est de se placer 
dans un repère, et de travailler avec Les coordonnées]. Mais La relation 
même Longueur, même direction, même sens" est clairement transitive 
(c'est La signification du mot "même". C'est aussi une évidence visueLle). 


IL n'y a donc pas Lieu d'insisten sun cette question. On peut £a 
passer sous silence, quitte à y nevenir plus tard, 44 L'on veut parler 
de £a notion de relation d'équivalence. 


2) La deuxième propriété est celle-ci : 


(et un unique point L tel que [M - A) . 


: B 
N.”" 
— Donnons-nous un point M et un vecteur Æè ; 
Fi À existe un unique point N {e£ que FN = AË 
A 
M 


Cette propriété est immédiate à partir de chacune des caractérisations 
de l'équipollence que nous avons rencontrées. Elle correspond également 


à une construction évidente (par exemple : tracé d'une parallèle, report 
d'une longueur, sélection du sens). 


Nous pouvons encore introduire une notation : les nombres Xp 7 XA 
et YB 7 Ya s'appellent les coordonnées du vecteur AË (dans le système 


d'axes que l'on a choisi). 


Pour faire comprendre et mémoriser les notions précédentes, nous 
vous proposons essentiellement les exercices 15 à 25 (un certain nombre 
des exercices 26 à 45, dont le sujet principal est la notion d'applica- 
tion utilisent également la notion de vecteur). Dans la plupart de ces 
exercices, on demande de montrer que certains bipoints sont équipollents ; 
il se peut que vos élèves montrent qu'ils ont affaire à des segments A 
égaux et parallèles, puis qu'ils concluent par une constatation visuelle 
du sens ; pour nous, c'est une solution valable ; il est cependant sou- 
haitable que vous leur montriez qu'une étude un peu plus précise leur 
aurait fait reconnaître directement l'équipollence par identification 
d'un parallélogramme ou d'un milieu commun. Notons encore que nous pré- 
férons les exercices du type ‘recherche des bipoints équipollents à un 
bipoint donné, à ceux du type ‘tracé d'un bipoint équipollent à un bipoint 
donné'"" ; car ils nécessitent d'abord une reconnaissance visuelle de la 


situation d'équipollence, qui nous semble très utile pour la suite. 


Notons que nous proposons d'attendre quelque temps avant d'aborder 
La somme des vecteurs, c'est-à-dire d'attendre que La notion de vecteur 
4oit devenue suffisamment familière. « 


AT 


Se ne Parinn nn 


EPA 


PA 


EEE 
ki 


223 


De ce qui précède nous retiendrons : 
les quatre écritures suivantes sont équivalentes : 


> (AB) équipollent à (C,D). 

> AB = CD. 

[AD] et [BC] ont même milieu. 

> [AB] et [CD] sont des segments parallèles et de 
même longueur et le sens de À vers B coïncide avec 
le sens de C vers D. 


. lorsque À, B, C, D ne sont pas alignés, chacune des 
écritures précédentes signifie que ABDC est un 
parallélogramme. 

. lorsque A, B, C, D sont alignés, chacune des écritures 
précédentes est équivalente à AB = CD (peu importe 
l'orientation de l’axe qui porte A, B, C, D). 
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LA NOTION D'APPLICATION . 





(x) 


Le programme demande une étude des notions d'application et de 


bijection, tout en spécifiant qu'on ne fera aucune théorie à leur sujet. 


Trois transformations géométriques figurent au programme : la symétrie 


axiale (partie 2], qui a joué un rôle important, la symétrie centrale 


(partie 4] et la translation. Les vecteurs et les coordonnées sont bien 


adaptés à l'étude de ces deux dernières transformations. Mais nous vous 


proposons ‘d'élargie le débat", et de faire un bon nombre d'exercices 


portant sur des applications diverses du plan dans lui-même, le plus 


souvent définies par des formules. Vous aurez peut être l'impression que 


nous oublions la notion générale d'application, et que nous ne retenons 


ue les transformations géométriques ; il n'en est rien, mais d'une part 
, 


nous ne croyons pas à l'efficacité de la manipulation des ensembles finis 


d'autre part les applications de R dans R ne donnent lieu qu'à des 


exercices assez pauvres puisque les représentations grapgiques ne font 


partie que du programme de troisième. (Des exemples d'applications numé- 


riques figureront cependant dans un autre fascicule "algèbre et calcul"; 


non encore édité. 


Nous pensons qu'il faut appliquer le programme au sens strict, et 


ne pas e4sayern d'écrire de définition des applications. Depuis l'école 


= 


élémentaire, les élèves ont manipulé des ‘'machines'"" qui à un nombre, ou 


à un point associent un autre nombre ou un autre point. Nous allons con- 


tinuer ces manipulations. Mais, en quatrième, nous allons composer ces 


applications, et sur des exemples, poser le problème du domaine de défi- 


nition, constater l'associativité et en général la non commutativité du 


produit (exercices 26 à 45). 


De même nous parlerons également de bijection mais en évitant 


l'excès de formalisme. 


Pour Le professeur, cette notion se présente sous deux aspects : 
— f:A+B est bijective s'il existe g : B+A telle que 
6og- de et go$- Idy ; 


> $:A+B est bijective 44, pour tout b dans B , L'équation 
6ix) = b , a une solution et une seule dans A. 





(*) 


extrait textuel du programme officiel : 
les notions suivantes : 


- applications ; composition des applications ; 

- bijection ; bijection réciproque ; 

- partition d'un ensemble et relation d'équivalence, 
n'ont pas à faire l’objet d'un apprentissage pour elles-mêmes ; on les dégagera progressivement 
à partir des exemples qui se présenteront dans l'étude du programme. 


» 








Il est clair que si f a une inverse g , toute solution x 
de f(x) = b , vérifie x, = g(£(x )) = g(b) . Inversement, fo g(b)=b, 
donc g(b) est bien solution de l'équation f(x) = b . Réciproquement, 
si l'équation f(x) = b a toujours une solution unique pour tout b, 
notons gb) l'unique x tel que f(x) = b ; nous avons ainsi défini 
une application g : B+ À , et celle-ci est clairement l'inverse de f. 
Nous voyons que le passage du premier point de vue au second, est un 
petit calcul facile. Le passage inverse est plus délicat car il nécessite 
de reconnaître la correspondance de "b" à ‘l'unique x tel que 
f(x) = b" pour une application ; celle-ci ne sera presque jamais définie 
par un procédé explicite ; ceci est hors de portée d'un élève de qua- 
trième. En conséquence, on s'attachera simplement" à donner un certain 
nombre d'exemples adéquats de compositions d'applications au cours 
d'exercices ; et lorsque l'on aura fait apparaître deux applications f 
et g telles que go f(a) = a et f + g(b) = b (pour tout a de A 
et tout b de B) on pourra introduire les mots bijection, bifection 
réciproque (ou énverse]. De la même façon on vérifiera éventuellement 
que lorsque f est bijective, l'équation f(x) = b admet toujours une 
solution unique ("et réciproquement"). Ceci sera sans doute plus facile 
avec des applications numériques en utilisant leurs représentations 


graphiques (classe de troisième). 


© Les translations. 


Par définition, appelons "translation 

de vecteur Ÿ " l'application qui au 
point M associe le point M' tel que 
iM' = Ÿ (ceci définit bien une applica- 
tion puisque, pour tout M , il existe 

un point M' et un seul tel que d' = Ÿ). 
On la notera T . Si on travaille dans 
un système d'axes, Ÿ a deux coordonnées 


(æ,B) , et alors T est l'application 


M(x;y) + Tÿ (M) (xta;y+B) . 


<] 
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+. Propriétés des translations : 


Tÿ (M) 


La propriété fondamentale est que, quels que 
TN) soient M et N, MN = TD T UN) . En 
effet ceci exprime que [MT N) ] et [NT ] 
ont même milieu, ce qui résulte de 
Ÿ = NT (M) : NT) ; sur une figure c'est 
M visuellement évident surtout lorsque les 
4 


points ne sont pas alignés : (parallélogramme). 

On en déduit immédiatement que les translations 

conservent la distance. On démontrera (ou on 

admettra) que, par une translation, l'image 
d'une droite est une droite parallèle, et que l'image d'un angle droit est 
un angle droit. On peut aussi remarquer que TiÈ est bijective, d'in- 


verse TE : 


C'est tout ce qu'il faut retenir des translations. Un certain 
nombre de manuels proposent de fabriquer des ‘appareils à translater" . 
Il est certainement très intéressant de faire comprendre à vos élèves 
le principe de leur fonctionnement ; mais les appareils que l'on peut 
réaliser sont en général peu précis, et de manipulation difficile. Par 
contre il est facile de faire des translations au papier calque : 
Marquons A et B sur une droite A. 
Posons notre feuille de calque et 
décalquons A et le point A. 
Décalquons aussi une figure . 
Puis glissons le calque de façon 
que le calque A, de À glisse 
sur À , et que le calque À, de A 
vienne en B . Alors le calque F 
de est venu sur la figure trans- 
latée de par la translation 
de vecteur ÀË . En effet le point A 
est venu sur B , le point B est 
venu sur C , et à l'évidence la 
transformation réalisée conserve les 


distances. Le transformé D' de D, 


se trouve donc sur le cercle de 





centre B et de rayon AD et sur 

le cercle de centre C et de rayon BD. 
Ces deux cercles ont deux points en commun D' et D", l'un est T (D) ; 
c'est précisément celui que nous avons obtenu au calque, puisqu'il est 


du même côté de la droite A que le point D. 


184 
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IV.  ADDITION DES VECTEURS . 





Commençons par montrer que la composée de deux translations est 
une translation. Le plus simple est de se placer dans un système d'axes 
la composée de (x,y) + (xt+tasy+8) et de (x,y) + (x+a',y+8) 
est (x,y) + (xta+a';y+8B+8') . Par définition, le vecteur + 


sera le vecteur de la translation £, o ds . On en connait ses coordonnées. 
V 
Il est facile de le construire : on dessine bout à bout deux bipoints 


> 
appartenant à Ÿ et a W. 


2 


< 


On peut aussi appliquer la règle du parallélogramme. 


<f 
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Il reste à dire que cette somme est associative, commutative, 
qu'elle a un élément neutre, et que tout élément a un inverse ; et à 


en déduire les rêgles de calcul et de parenthésage habituelles. 


Toutes ces règles ont une traduction en termes de composition des 
translations. Elle sera peu utile, et on peut l'oublier. Toutefois, 


si l'on en parle, ce doit être pour insister sur les points suivants : 


44 je compose rois applications 4, g et h, j'ai 
(4o0g)oh=$# 019 oh) . En particulier, pour trois 
translations T, T" et TT", ona ÜTo:T"}):0 T" = To-[T' oT"]:. 


.< 44 je compose deux applications $ et g du plan dans 
lui-même, en général 4 og # 9 o 4 . Pourtant 44 T et T' 
sont des translations, To T'=T'0oT. 














229 


APPENDICE 


remarques sur les relations d'équivalence 


Les relations d'équivalence figurent dans le programme, au même titre que la notion d'application : 
on doit en parler, mais il n'y a pas à faire une théorie à leur sujet. Cependant la situation nous semble 
très différente, car les applications (et les fonctions) sont des objets que l'élève utilisera journellement, 
les relations d'équivalence n'interviennent que très rarement, pour quelques définitions (vecteurs, 
angles,.…). Ainsi il nous semble nécessaire de familiariser, le plus tôt possible, vos élèves avec la notion 
d'application (et les compositions d'applications, les inverses,.…) ; par contre, la notion de relation 


d'équivalence ne pourra être abordée utilement que dans bien peu de classes. D'ailleurs certains manuels 
semblent l'ignorer. 


Le programme parle d'abord de la notion de partition. Ceci est très raisonnable. Quand on définit 
sur un ensemble une relation d'équivalence, c'est toujours pour travailler ensuite avec l'ensemble des 
classes d'équivalence ; la relation n'est qu'un outil pour la construire. Ainsi c'est la notion de vecteur 
qui est intéressante, la relation d'équipollence n'est qu'un moyen d'y parvenir. 


Ainsi nous ne proposons pas de faire d'abord une étude complète de l'équipollence ; nous définissons 
le plus tôt possible /es vecteurs. Nous vous proposons de donner le moins de vocabulaire possible (de ne 
prononcer aucun des mots «partition, relation d'équivalence, classe d'équivalence, réflexif, transitif, 
symétrique,.….»). Vous pouvez préférer utiliser certains d'entre eux. Il nous semble cependant qu'il 
est illusoire de vouloir, en quatrième, fonder la notion de vecteur sur une étude préalable de la notion 
d'équivalence (ceci reviendrait à fonder une notion qui doit devenir opératoire, sur une notion mal 
comprise). Dans ces conditions, il est préférable de définir les vecteurs le plus simplement possible. 

Et plus tard, il sera possible de réfléchir sur cette construction, et d'introduire la notion générale 
d'équivalence. 


O O 
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Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 


place les points A(-3;4) et B(-75;-1) 
Trace un losange ABCD tel que la diagonale [AC] mesure 7 cm. 


Détermine les coordonnées de C et D, en mesurant sur la 


figure. 


Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 


place les points A(1,5;+1) et B(-3;4) 
Dessine les points C et D tels que ACBD soit un carré. 


Détermine les coordonnées de C et D , en mesurant sur la 


figure. 


Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 
place les points A(I1,5;-4) , B(-732) et C(-3,5;-7) 
Trace le cercle l centré en A et qui passe par C . Trace 


les tangentes à [ qui passent par B. 


Ces tangentes touchent l en des points que l'on note M et N. 
Marque M et N avec précision et détermine leurs coordonnées 


en mesurant sur la figure. 


Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 


place les points A(1;-8) , C(-5;1) , M(-1;33) et N(-4;-5) . 


Trace un point B de la droite (MN) , tel que les droites (AB) 
et (BC) soient perpendiculaires. Combien existe-t-il de tels 


points B ? 


Mesure les coordonnées de ce point (ou de ces points) B. 
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(5) 1. Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 


place les points A(-3;-4) , B(0;1) et C(4;0). 


2. Trace la hauteur [AH] du triangle ABC . Mesure les coordonnées 


de H. 
3. Trace le cercle qui passe par les points A, C et H. 


&. Trace la hauteur [CJ] du triangle ABC . Mesure les coordonnées 


de J. 


5. Démontre que J est sur le cercle qui passe par les points À, 


C et H. 


(6) 1. Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux 
(unité u = 4 cm), place les points A(-1;-2,91) , B(2,12;1) , 
2.3 3.._ 4: 10,3 ds 
CG; 5) , DG3 11) , E(- 335) et F( 3° 2) e 
Trace les milieux I, J, K des segments [AB], [CD] et [EF] . 


Ces trois points sont-ils confondus ? 


(Gi) Le quadrilatère ABCD est un rectangle ; A a pour coordonnées 


(4:55) ,; B a pour coordonnées (2:33) ,; C a pour coordonnées (7;-2). 


Calcule les coordonnées du milieu de [AC] 


Calcule les coordonnées de D . 
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Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux, place les 


points A(-3;-7) et B(-1;4) 


On appelle C le point de coordonnées (71;-91) (tu ne peux 
certainement pas le tracer sur ta feuille). Calcule les coor- 


données du milieu M de [AC] 


En faisant encore d'autres calculs, trouve un moyen pour tracer 
les droites (AC) et (BC) (ou plutôt les parties de ces 


droites qui tiennent sur ta feuille). 


Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 
P y 


place les points A(735) , B(331,7) et c(0;22) à 


Dessine le milieu I du segment [AB], et le milieu J du 
segment [BC] . Détermine leurs coordonnées. 


10 362 
G 5105) 
coordonnées du milieu M du segment [G,C] 


Place le point G de coordonnées . Calcule les 


Démontre que G est le milieu du segment [MI] . Démontre que 


I, M, G et C sont alignés. 


On appelle N le milieu du segment [AG] . Démontre que G 
est le milieu du segment [NJ] . Démontre que les points A, G 


et J sont alignés. 


On appelle K le milieu du segment [AC] . Démontre que B, K 


et G sont alignés. 


Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 


place les points A(-4;4) , B(-155) et C(-5;-1) 


Soit M le point de coordonnées CysYm) . Quelles sont les 
coordonnées du point N , tel que A soit le milieu du segment 


[MN] ? 


Quelles sont les coordonnées du point P tel que B soit le 


milieu du segment [PN] ? 


Quelles sont les coordonnées du point Q tel que C soit le 


milieu du segment [QP] ? 
Peut-on choisir M de façon que Q soit confondu avec M? 


Quel est le milieu du segment [QM] ? 
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Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 
place les points A(-1;-4) et B(-3;1) . 

Soit M le point de coordonnées y5Ym) , on appelle N le 
point tel que A soit le milieu du segment [NM] ; on appelle P 
le milieu du segment [BN] . Calcule les coordonnées de N, 

puis celles de P. 

Soit O le point de coordonnées (à 5 3) . On note O' le 
milieu du segment [OB] . Calcule les coordonnées de O0' , puis 


démontre que O est le milieu du segment [AO'] . 


Soit M' le milieu du segment [OM] ; calcule les coordonnées 


de M' , puis démontre que O est le milieu du segment [M'P] . 


Peut-on choisir M de telle façon que P soit confondu avec M? 


Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 


place les points A(-1,5;:2,3) , B(1,7;5-3,2) et C(3,1:2,8) . 


Soit M le point de coordonnées GysYm) . On note N le 
milieu du segment [AM] . On note P le point tel que B soit 
le milieu du segment [PN] . On note Q le point tel que P 


soit le milieu du segment [CQ] . Calcule les coordonnées de N, 


de P et de Q. 
Calcule les coordonnées du milieu I du segment [MQ] . 


Est-il possible de choisir M de telle façon que Q soit 
confondu avec M ? 
Soit D le milieu du segment [AC], démontre que B est le 


milieu du segment [ID] 
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Sur la figure ci-dessous, mesure les coordonnées de A et B. 


Les demi-droites Aa et Bb se coupent en un point C. 

Détermine (par une construction, une mesure, et un calcul) une 

valeur approchée des coordonnées de C . 

La perpendiculaire à la droite (AB) passant par C , coupe (AB) 

en un point H. Trace H , mesure ses coordonnées. Quelle est 

la longueur CH ? 

nota : £a figure ne tient pas sur La feuille de papier, et La 
règle du feu est La suivante : {tu dois répondre aux trois 
questions sans essayer de prolonger La figure sur La 
table, ou sur une autre feut£le. 


ÿ 


A(2;2) 


B(2:-8) 
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1. Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité le cm), 
place les points A(-1,5;2) , B(2;-3) et C(3:3) 


2. Choisis un point M , dessine le point N tel que A soit le 
milieu du segment [MN] . Dessine le point P tel que B soit 
le milieu du segment [NP] . Dessine le point Q tel que C 
soit le milieu du segment [PQ] . Dessine le milieu I du 
segment [MQ] . Recommence cette construction en choisissant 


un autre point M . Que constates-tu ? 


3. On suppose que les coordonnées de M sont (x;y) . Démontre 
que celles de N sont (-3-x;4-y) . Démontre que celles de P 
sont (7+x;-2+y) . Démontre que celles de Q sont (-1-x;8-y) . 
Quelles sont les coordonnées de I ? Peux-tu expliquer la 


coïncidence que tu avais observée à la question précédente ? 


4. Est-il possible de choisir le point M de façon que Q soit 


confondu avec M ? 


(15) Trace quatre points A, B, C, D tels que À = Ci . Trace 
une droite A +. Trace les symétriques A', B', C', D' de 


A, B, C, D par rapport à A . 


Explique pourquoi ÀÂTB' = CD'. 
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Dessine un triangle équilatéral ABC . Trace le symétrique D 


de A par rapport à la droite (BC) . Trace le symétrique E 


= 


de B par rapport à la droite (AC) . 


1. Démontre que le quadrilatère ABDC est un losange. Quelle 


est la nature du quadrilatère ABCE ? 


2. Quels sont, parmi tous les bipoints que l'on peut fabriquer 


, - LA P< . = ue 2 
avec ces cinq points, ceux qui sont équipollents à CD ? 


Trace trois points A, B, C , puis trois autres points AS Bts C2 


tels que AB = B'À' et AC = C'À' 


1. Que peux-t-on dire des milieux des segments [AA'], [BB'] 


et [cc'] ? 


2. Pourquoi a-t-on BÈ = C'B' ? 


Trace un triangle équilatéral ABC . Trace les points E et F 


tels que BÉ = AË = CÀ . Trace les points G et H tels que 


1. Démontre que l'on a EÂ = B et A-=R. Pourquoi les 


points BECGFH sont-ils sur un même cercle de centre A ? 


2. Démontre que BCHGFE sont les sommets d'un hexagone régulier. 
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Soit D une droite, on notera © la symétrie par rapport à D. 


Soient A et B deux points (appartenant ou non à D) . 


5(A)otË) ? 
5t(B)0 (À) ? 


1. A quelle condition a-t-on AË 


2. A quelle condition a-t-on A 


Parmi tous les bipoints que l'on peut fabriquer avec les points 
A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L , quels sont ceux qui sont 
équipollents à (A,B) ? (Tu mesureras les coordonnées de ces 


points sur la figure, ce sont des nombres entiers, ou des nombres 


de la forme L (p entier) . L'unité est le cm) . 
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(a) Sur la figure ci-dessous, le quadrilatère ABCD est un rectangle. 
Les points I, J, K, L sont les milieux des côtés. Avec les 
treize points marqués sur cette figure, tu peux faire un certain 
nombre de bipoints. Parmi ces bipoints, quels sont ceux qui sont 


équipollents à (A,J) ? 


Quels sont ceux qui appartiennent au vecteur Où ? 


A J B 
‘ 

I K 

D L C 


(22) Trace quatre points A, B, C, D non alignés, tels que A = cb . 
Choisis un point E , non situé sur la droite (AC) . Trace la 
droite A passant par B et parallèle à la droite (AE) . Trace 
la droite T passant par D et parallèle à la droite (CE) . 
Les droites JT et A se coupent en un point F . Que penses-tu 


du vecteur EF ? Peux-tu l'expliquer ? 


(3) Trace un hexagone régulier ABCDEF inscrit dans un cercle de 
centre ©. Parmi les bipoints que l'on peut constituer avec ces 
sept points, quels sont ceux qui appartiennent au vecteur BB ? 


Détermine ensuite ceux qui sont équipollents à (B,D) . 





242 


La figure ci-dessous représente un pentagone régulier. Les cinq 


points A, B, C, D, E sont sur un cercle de centre O0 , et les 


longueurs AB, BC, CD, DE, EA sont égales. 


1]. On appelle A la médiatrice de [AB], et SA la symétrie 


par rapport à A . Démontre que SA (C) = E , puis que 


5 (D) = D . Détermine (9) ; A (K) et 5 (L) . Démontre 


que les droites (AB), (NK) et (EC) sont parallèles. 






2. On appelle T la médiatrice de [EA], et ‘r la symétrie 


par rapport à l . Détermine 0F(B) : gr(C) ; dp(9) et or : 


Démontre que les droites (AE), (BD) et (JM) sont parallèles. 


nl né De, +» 4,2 2 


3. Parmi tous les bipoints que l'on peut fabriquer avec les dix 


points A, B, C, D, E, J, K, L, M, N , quels sont ceux qui 
sont équipollents à (L,E) ? 


4. Parmi tous les bipoints que l'on peut fabriquer avec ces dix 


; points, trois font partie du vecteur LÈ ; quels sont-ils ? 
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(25) Sur la figure ci-dessous, les points A, F, C, D, B, E sont les 
sommets d'un hexagone régulier. Ces six points sont donc sur un 
même cercle de centre O , les longueurs AF, FC, CD, DB, BE, EA 
sont égales, et les segments [AD], [BF] et [CE] sont des 


diamètres du cercle. 


1. On appelle © la symétrie par rapport à la droite (AD) 
Détermine o(E) , o(B) ,; o(N) , o(I) et o(M) . Démontre 
que les droites (EF), (NK) et (BC) sont parallèles. 


2. Démontre que les droites (AB), (MJ) et (DF) sont parallèles. 
3. Démontre que les droites (AC), (LI) et (ED) sont parallèles. 


4. Démontre que O est le milieu du segment [NK] (pour cela 
tu peux montrer d'abord que le quadrilatère AKDN est un 
losange). Démontre que O est le milieu des segments [MI] 


et [Il] 


5. Parmi les bipoints que l'on peut former avec les treize points 


de cette figure, quels sont ceux qui sont équipollents à (A,J)? 


6. Parmi ces bipoints, quels sont ceux qui font partie du 


vecteur ÀÀ ? 
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On considère un plan muni d'un système d'axes orthogonaux 
(unité le cm) . À tout point M de coordonnées (x;y) , on à 
associe le point de coordonnées ; y+8) ; on appellera ce 
point f(M) . 
1. Trace le point A(-451) et le point £(A) . Trace le 
point B(1;-4) et le point £f(B) . 


2. Mesure les coordonnées des points M, N, P, Q, R, S, T, U, | 





V, W, X, Y, Z de la figure ci-dessous. Calcule les coor- 
données de leurs images f(M), £f(N), £(P), £(Q), £CR), £(S), 
£(T), CU), £(V), £(W), £(X), £(Y), £(Z) par l'application f . 


Trace ces images. 
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(a) On considère un plan muni d'un système d'axes orthogonaux 
(unité le cm) . A tout point M de coordonnées (x;y) , on 
associe le point de coordonnées (-x;y-5) ; on appellera ce 


point f£f(M) 


1. Trace le point A(2;4) et le point f(A) . Trace le 
point B(-4;1) et le point £f(B) . 


2. Trace le milieu IL du segment [AB], et le milieu J 


du segment [£(A)£(B)] . Est-ce que f(I) est le point J? 


3. Mesure les coordonnées des points N, P, Q, R, S, T, U, V, 
W, X, Y, Z de la figure ci-dessous. Calcule les coordonnées 
de leurs images Æ£(N), £(P), £(Q), £(R), £(S), £(T), £Ç(U), 
£(V), £(W), £(X), £(X), £(Z) par l'application f . Trace 


ces images. 





























, 
i 
] 
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On considère un plan muni d'un système d'axes orthogonaux 


(unité le cm) . À tout point M de ce plan, de coordonnées (x3Y) ; 


on associe le point h(M) de coordonnées Gx-4) ; 2G-5)) : 


1. Sur la figure ci-dessous, mesure les coordonnées des points 


A, B, C, D, E , et trace les points h(A), h(B), h(C), h(D),h(E). 


2. On appelle Z le point de coordonnées (-4;-5) . Démontre 


que h(M) est le milieu du segment [MZ] 


3. Soit I un point du segment [AB] , démontre que h(I) est 


le point d'intersection du segment [ZI] et de 1a droite 


(h(A)h(B)) . 


4 — 
—— 
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Dans le plan on se donne un système d'axes orthogonaux 
(unité le cm) . On appelle f l'application qui au point 
de coordonnées (x;y) associe le point de coordonnées 
1 1 1 1 1 
GXx-3y+7 3 -3x+t3 y+1,2) 
1. Trace les points A(l1;1) , B(-3;54) et les points f(A) 
et f(B) 


2. Soit I le milieu du segment [AB] . Démontre par le 
calcul que f(I) est le milieu du segment [£(A)£(B)] 


Dans le plan on se donne un système d'axes orthogonaux 
(unité le cm) . On appelle f l'application qui au point 
de coordonnées (x;y) associe le point de coordonnées 


1 1 
Gx-y+1 3 3 xt1) . 


1. Trace les points A(1;-3) et B(-4;7) , et les points f(A) 
et £f(B) . 


2. On appelle I le milieu du segment [AB] . Démontre que 


f(I) est le milieu du segment [£f(A)f(B)] 


3. Trace le point C(3;-4) et f£f(C) . Trace le point D tel 
que ABCD soit un parallélogramme. Calcule les coordonnées 
de D et celles de f(D) . Démontre que f(A)f(B)£(C)£(D) 


est un parallélogramme. 


4. On se donne deux points M de coordonnées (a;b) et N 
de coordonnées (c;d) ; on appelle J le milieu du segment 


[MN] , démontre que f(J) est le milieu du segment [f(M)£(N)1. 


5. On suppose que quatre points P, Q, R, $S sont tels que 


PR = a ; démontre que EXP) ER) = FO) ECÈ) 
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(1) Dans un plan muni d'un système d'axes orthogonaux (unité u=35 cm), 


on appelle I et J les points de coordonnées respectives (1;0) 


et 


1. 


(0;1) . 


Trace I et J, et trace la médiatrice D du segment [1J] . 
Démontre que les deux axes sont symétriques par rapport à D. 
Soit M le point de coordonnées (m;0) , quelles sont les 


coordonnées de son symétrique par rapport à D ? 


Soit A un point quelconque du plan, soit a sa projection 
orthogonale sur le premier axe, et soit a' sa projection 
orthogonale sur le second axe. On appelle s(A) le symétrique 
de A par rapport à D , on appelle b sa projection sur le 
premier axe et b' sa projection sur le second axe. Démontre 


que s(a) = b' et s(b) = a'. 
Démontre que le symétrique par rapport à D du point A(x;y) , 
est le point de coordonnées (y;3x) 


Dessine la figure symétrique par rapport à D , de la figure 
suivante. (Pour cela choisis un assez grand nombre de points 


de la figure. Trace leurs symétriques, et il te restera à 


les joindre). 





‘a 
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(82) On considère dans un plan un système d'axes orthogonaux 


@) 


(unité le cm) 


Place les points 


A(-4,233,5) , B(52) et C(-3,15- 7). 


Soit M le point de coordonnées (x;y) ; on appelle Au» By » Cu 


les milieux respectifs des segments [MA], [MB], [MC] . 


Quelles sont les coordonnées des points Ay > By > Cu ? 


On définit une application f du plan dans lui-même de la 


façon suivante : 


l'image £f(M) de M par f , est le point 


tel que By = Auf (M). Calcule les coordonnées de f(M) . 


Existe-t-il un point P , tel que f(P) = P ? 


On se donne dans un plan deux points O et 8 +. Pour chaque 


point M du plan on note 


à A . On appelle f(M) 
M et M' 

1. Quels sont les points 
2. On choisit un point 


et on cherche à 


= 


M' le symétrique de M par rapport 


le centre du cercle qui passe par O, 


M pour lesquels £f(M) existe ? 


B du plan (différent de O et de %) 


résoudre l'équation f(M) = B . C'est-à-dire 


qu'on cherche le point (ou les points) M tel(s) que £f(M)=B . 


a) 


b) 


c) 


Supposons que l'on ait déterminé un point M tel que 


£ (M ) = B , démontre que d(B,®) < d(B,0) . Quel est 


l'ensemble des points P du plan tels que 


d(PAR) < d(P,0) ? 
Démontre que (BA) 


Trace les points 


et (RM ) sont perpendiculaires. 


M qui sont solutions du problème posé. 





250 


On considère un système d'axes orthogonaux du plan (unité le cm) . 


1. On appelle f l'application du plan dans lui-même qui au 
point M de coordonnées (x;y) associe le point £(M) 
de coordonnées (y+3 ; x+1) 


Trace le point À de coordonnées (-2;-1) et le point f(A) . 


2. On appelle g l'application du plan dans lui-même qui au 
point N de coordonnées (z;jt) associe le point g(M) 
de coordonnées  (t+2 ; 1-z) 


Trace le point g(f(A)) . Trace le point g(A) et le point 
f(g(A)) 


3. Soit P le point de coordonnées (u;v) . Quelles sont les 
coordonnées des points f(P), g(£(P)), g(P), f(g&(P)) ? 
Existe-t-il des points P tels que g(f(P)) = f(8(P)) ? 


(85) On considère deux droites D, et D, qui se coupent en un point O. 
On appelle D, la symétrique de D, par rapport à D, . On note 


>» S et s. les symétries par rapport aux droites D,, D, » D; 5 


sS 
D2 D3 


D; 
1. Soit M un point de D, ; démontre que %D,° He no 
2. Soient A et B deux points tels que B = Sh (A) 

1 


D, 


est perpendiculaire à D, et que le milieu du segment [A'B'] 


Soient A'=5s (A) et B'= Sh (B) . Montrer que la droite (B'A') 
2 


appartient à D, 
3. En déduire que So S  =S._ os 
D; D, D, D, 


4. On suppose que D, et D, sont perpendiculaires. Peux-tu 


dire quelle est l'application Sn ° 5 ? 
el 


. En déduire que s. (A') = B' 
5 
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Dans un système d'axes orthogonaux (unité le cm) place les 


points A(G33) et B(1,3;2,75) 


On considère l'application f du plan dans lui-même qui 
au point M de coordonnées (x;y) associe le point f£(M) 


de coordonnées (x-4; 2y) . Trace f(A) et £f(B) . 


On considère l'application g du plan dans lui-même qui 
au point N de coordonnées (a;B) associe le point g (M) 


de coordonnées (2a ; +3) . Trace les points g(A) et g(B) 
Tu connais g(A), f(A), £(B), g(B) . Trace f(g(A)), 8(£(A)), 
g(£(B)) et f£f(8(B)) . 

Soit maintenant un point P de coordonnées (z;t) , calcule 


les coordonnées de f(P) , puis celles de g(f(P)) . Calcule 


les coordonnées de f(g(P)) . 


g(£(P)) ? 
P ? 


Peut-on choisir P de telle façon que f(g(P)) 


Peut-on choisir P de telle façon que f(g(P)) 


Soit h l'application qui au point Q de coordonnées (z;t) 
associe le point h(Q) de coordonnées (z+1 ; 2t) 
Trace [ho (go £)] (A) et [Che 8) o f](A) 


On considère dans le plan deux axes orthogonaux (unité le cm) , 
et on appelle f l'application du plan dans lui-même qui au 
point M de coordonnées (x;y) associe le point f(M) de 
coordonnées (x+1 ; xty+2) . On appelle g l'application du 
plan dans lui-même qui au point P de coordonnées (z;t) 


associe le point g(P) de coordonnées (z-1 ; -ztt-1) 
Existe-t-il un point À tel que £f(A) = A ? 
Quelles sont les applications f so g et gof? 


On note B le point de coordonnées (1:33) . Le point B | 


est-il l'image d'un point par l'application f£f ? 


Soit C le point de coordonnées (2;7) , et soit I le 
milieu du segment [BC] . Démontre que g(I) est le milieu 


du segment [g(B)g(C)] 
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On considère un plan muni d'un système d'axes orthogonaux 
(unité le cm) . A tout point M de coordonnées (x;y) on 


associe le point f(M) de coordonnées (xty 3; y+1) 


l. Trace les points A(-1,3; D et B(1,4; 2), et le milieu I 


du segment [AB] . 


2. Trace f(A), £(B) et f(I) . Est-ce que f(I) est le milieu 
du segment [£f(A)£(B)] ? 


3. On considère l'application g du plan dans lui-même qui au 
point N(z;t) associe le point g(N) de coordonnées 
(Z-t+1 ; t-1) . Démontre que g est l'application inverse 


de f. 


4. Cherche le point (ou les points) P tel(s) que f(P) = A. 


On considère un système d'axes orthogonaux dans le plan 
(unité le cm) . On appelle f l'application du plan dans 
lui-même qui au point M de coordonnées (x;y) associe le 


point Æ£f(M) de coordonnées (x 3 2y+3) . 


l. Trace les points A(-1:1) » B(2;-3) et leurs images £ (A) 
et f(B) 


2. Soit g l'application qui au point N de coordonnées 
(z5t) associe le point 8(N) de coordonnées (z5t-1) 
Quelle est l'image du point M(x,y) par gcf? 

Trace (go f) (A) . 


3. Soit h l'application qui au point P de coordonnées 
(u;v) associe le point de coordonnées (v ; u-3) 
Trace [he (80 f)](A) et [(ho g)o f](A) 


4. Quelles sont les coordonnées des images par ho (ge f) 


et (hsg)of du point M(x,y) ? 
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On considère un plan muni d'un système d'axes orthogonaux 
(unité le cm) . Un point M de coordonnées (x;y) étant donné, 


on lui associe le point f(M) de coordonnées  ; y) 


1. Trace les points A(1;3) , B(-4;8) , £(A) et £f(B) . 


2. Trace les points C(4;-1) et D(4;8) . Quels sont les 
points f(C) et £(D) ? 


3. Quels sont les points M du plan pour lesquels f(M) 
n'existe pas ? La correspondance f est-elle une application 


du plan dans lui-même ? 


&. Trace le cercle IT de centre le point E(4;1) et de rayon 
5 cm . Choisis des points sur l (au moins une douzaine). 
Mesure leurs coordonnées. Trace leurs images par f. 


Essaye alors de tracer la figure image de l par f. 


1. On considère un point O du plan, et on note So la 
symétrie par rapport à O . Démontre que, pour deux points A 


et B quelconques, on a A = EN C)EZNC) 3 


2. On se donne maintenant une application g du plan dans 


lui-même, telle que, quels que soient À et B, AB = 2GB)g@). 


a) Soit M un point, démontre que le milieu I du segment 


[Mg(M)] vérifie g(l) = I. 


b) Soit N un point différent de M , démontre que le 
milieu J du segment [Ng(N)] vérifie g(J) = J. 
Démontre que Iÿ = ji , puis que I =J. 


c) Démontre que g est la symétrie par rapport à I. 


3. Soient P et Q deux points du plan ; soit h = Sp © SQ 
(1a composée des symétries par rapport à P et à Q) 
Démontre que h est une translation. Quel est le vecteur 


de cette translation ? 
4. Soient A, B, C trois points du plan ; soit k = Se Sp° Sc ? 
démontre que k est la symétrie par rapport à un point D. 


Quel est ce point D ? 
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On considère un plan muni d'un système d'axes orthogonaux 


(unité le cm) . A tout point M de coordonnées (x;y) , on 


associe le point f(M) de coordonnées (xt4 ; y+5) . 


1. 
2. 
3. 


Soit A le point de coordonnées (1;-4) . Trace le point £ (A). 


Soit B le point de coordonnées (-7;-2). Trace le point £(B). 


Démontre que À = FA) EG) 


On considère un plan muni d'un système d'axes orthogonaux 


(unité le cm) 


. À tout point M de coordonnées (x;y) ; on 


associe le point £(M) de coordonnées (2x ; 2y+7) 


1. 
2: 


Soit A le point de coordonnées (-1;-4) . Trace le point £ (A). 


Soit B le point de coordonnées (-4;-3) . Trace le point £(B). 


Soit I le milieu du segment 


AEQ) = Bi. 


[£(A)£(B)] . Démontre que 


Soient A, B, C trois points non alignés, et soit A' un 


quatrième point. On appelle 


sur 


1. 


T la translation qui envoie 


A' , On pose T(B) = B' et T(C) = C' 


Soit O le point de concours des médiatrices du triangle ABC, 


A 


soit O' le point de concours des médiatrices du triangle 


A'B'C' . Est-ce que T(O) est le point O' ? 


La droite passant par À et perpendiculaire à (BC) , 


coupe le cercle circonscrit au triangle ABC en À et 


un autre point que l'on appelle 


D . Quel est le point 


en 
T(D) ? 
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1. Soit T une translation, soient A et B deux points. 


Démontre que T(A)T() = A 5 


2. Soit f une application du plan dans lui-même, telle que, 


quels que soient A et B , on ait l'égalité FA) £ ) = B. 


a) Démontre que l'on a aussi AG) = B£(È) 


B) Démontre que f est une translation. 


3. Soit O un point du plan et soit S) la symétrie par 
rapport à O ; démontre que 5, G)s,G) = À. 

4. Soient O et P deux points du plan ; on note s, et SL, 
les symétries par rapport à O , et par rapport à P . On 
pose g = SOSp : Démontre que, pour deux points À et B 


quelconques, on a EU) g Ë) = À . Démontre que g est une 


translation. Quel est le vecteur de cette translation ? 


Dessine trois points A, B, C non alignés. On appelle I le 
milieu du segment [BC] 


1. Démontre qu'il existe un point G de la droite (Al) , 


tel que GÀ + 2Gi = 0 . Trace G. 
2. Démontre que CÀ + GÈ + G = 0. 
3. Soit M un point du plan, démontre que MR + IB + M = 3Mà : 
&. Soit J le milieu du segment [AC] , démontre que 203 + CB=0. 


5. On suppose maintenant qu'on s'est donné un système d'axes 
rectangulaires (unité le cm) ; et on suppose que A, B et C 
sont les points de coordonnées (1-3) , (2;-7) et (-3;1) . 
Démontre que G est le point de coordonnées (0;-3) . 


Dessine À, B, C et G. 


Soient quatre points A, B, C et D du plan. Démontre l'égalité : 


ÀË + CD = ÀD + CB 
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Dessine trois points A, B, C non alignés. On appelle I le 
milieu du segment [AB] ,; J le milieu du segment [BC] , 
et L le milieu du segment [IB] . On appelle D le point 


d'intersection des droites (AC) et (LJ) . 


1. Démontre que le quadrilatère IJDC est un parallélogramme. 
2. Démontre que A = 2CD : 

0 . . = —+ Bi 
3. Soit M le milieu du segment [CJ] , démontre que 2MC = BJ . 


Trace trois points A, B, C non alignés. Soit M un point 

du plan (situé hors du triangle ABC) . On appelle N le milieu 

du segment [AM] . On appelle P le symétrique de N dans la 
symétrie de centre B . On appelle Q le symétrique de C dans 

la symétrie de centre P . On appelle I le milieu du segment [AC], 
et J le milieu du segment [MQ] . 


A . 


En 
ÀQ . 


1. Démontre que 2N3 


2. Démontre que 27 


3. Démontre que B est le milieu du segment [IJ] . Est-ce que 


le point J dépend du point M? 


4. La correspondance qui à M associe Q , nous donne une 


application du plan dans lui-même. Quelle est cette application ? 


Trace deux points A et B. On définit une application f du 
plan dans lui-même de la façon suivante : au point M on associe 
d'abord le point M' tel que A soit le milieu du segment [MM'], 


puis le point f(M) qui est le milieu du segment [BM'] 


1. Choisis trois points M; M, » M, au hasard, et construis 
£(M,); £ (M); £(M,) . Que constates-tu ? 

2. On appelle O le point de la droite (AB) tel que 
20R + O8 = O0 , Démontre que EM = 2E D À . Puis démontre que 
OM = 2F(M)Ô . Comment peux-tu expliquer ce que tu as constaté 


au |. ? 


PERS 
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(Gr) Soient A, B, C, D quatre points non alignés. On appelle 
1, J, K, L les milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD] 
et [DA] . 


l. Démontre que 213 = À. 
2. Démontre que le quadrilatère IJKL est un parallélogramme. 


3. On suppose maintenant que ABCD sont les sommets d'un 


rectangle, démontre que IJKL sont les sommets d'un losange. 


4. On suppose que ABCD sont les sommets d'un losange, démontre 


que IJKL sont les sommets d'un rectangle. 


5. On suppose que IJKL sont les sommets d'un rectangle, est-ce 


que ABCD sont forcément les sommets d'un losange ? 





DE ES LEE 


TS one 


TRES T EN ACL de. 





LS 
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COMMENTAIRES des EXERCICES dela PARTIE 5 
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> Des mots clefs précèdent chaque commentaire. 
Le mot «parallélogramme» a été systématiquement 
omis. En fait, il intervient très souvent, soit pour 
reconnaître visuellement l'égalité de deux vecteurs, 
soit directement dans les démonstrations. 
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COMMENTAIRES sur Les  EXERCICES 





® gxencices 1 à 5 : 


I1 s'agit d'exercices destinés à une première approche du 
travail dans des coordonnées. Dans chacun on pratique deux ou 


trois fois les deux opérations suivantes : 
> placer un point dont on connait les coordonnées. 


»> mesurer les coordonnées d'un point marqué ; bien entendu 


il n'est pas question de les calculer. 


. exercice 1 . mots clefs : . coordonnées. 
. {osange. 
> Attention, on a intérêt à décaler l'origine des 
coordonnées vers la droite. 11 y a deux solutions ; 
on pourra démontrer qu'elles sont symétriques par 


rapport à la droite (AB) . 


. COUrdonnées. carré. 


. exercice 2 . mots clefs 
. exencice 3 . mots clefs 


. Coordonnées. 


. Langentes au cercle. 
. tuangle rectangle. 


> C'est le moment, si cela n'a jamais été fait, de 


0 


remarquer que par tâtonnements on place assez bien 
les deux tangentes, mais très mal leurs points de 
contact. Pour avoir les points de contact avec pré- 
cision, on démontre que ce sont les points d'inter- 


section du cercle ÎT et du cercle de diamètre [AB]. 


. exercice 4 . mots clefs : . coordonnées. triangle rectangle. 


e exercice 5 . mots clefs : .« coordonnées. triangle rectangke. 








262 


© exercices 6 à 14 : 


Dans ces exercices, on suppose connu le calcul des coordonnées 
du milieu. Dans chacun d'eux, on pratique un certain nombre de 


fois les deux opérations élémentaires suivantes : 
> calculer les coordonnées du milieu d'un segment [XY] . 


> calculer les coordonnées du point P tel que I soit le 


milieu du segment [NP] . 
Ce second exercice est la recherche de x et y tels que 
1 5 l  stheteandi é i 
5 y + x) X, et ON + y) = Y, : c'est-à-dire la résolution 


de deux équations linéaires. Nous trouvons donc une excellente 


occasion de mettre en pratique tout un chapitre du programme : 
d'algèbre. 
. 
Dans certains de ces exercices, les données sont fractionnai- 
res ; ils deviennent ainsi d'excellentes occasions de mettre en 
pratique les procédés de calculs appris par ailleurs : sommes 
et différences de nombres fractionnaires, évaluation de l'ordre 
de grandeur d'un nombre fractionnaire, comparaison, ... 
. exercice 6 . mots cleÿs : . coordonnées du milieu. 
. sommes de fractions. 
> Le dessin ne permet pas de distinguer les trois 
points. Le calcul de leurs coordonnées permet de s 
séparer le premier des deux derniers. C'est bien 
sûr une occasion de discuter la différence qu'il y 8 


a entre le dessin (qui donne un résultat approché) 


et le calcul précis. 


> Il est possible qu'un élève s'avise de convertir 
d'abord les fractions en décimaux, son calcul ne 
lui donnera alors pas les mêmes coordonnées pour J 
et K (car pour l'un il trouvera une valeur appro- 
chée par défaut, pour l'autre par excès). La recher- 
che de décimales successives, puis la discussion 


complète de la situation, peut être très intéressante. 
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. exercice 7 . mots clefs : coordonnées du milieu. 
À rectang£e.. 


> Sur le thème du calcul des coordonnées d'un point 
qui n'est pas sur la feuille. On aurait pu prendre 
aussi un losange ABCD avec A(2;3), B(9;4) et 


C(7;58) , ou un parallélogramme. 


. exercice 8 . mots clegs : . coordonnées du milieu. 


> Toujours sur le thème du point qui ne tient pas 
sur la feuille. Pour tracer la droite (AC) , on 
cherche M milieu de [AC] , puis N milieu 
de [AM], puis..., jusqu'à ce qu'on trouve un 
second point de la droite (AC) qui puisse être 


tracé sur la feuille. 


. exencice 9 . mots cles : coordonnées du milieu. 
. médianes d'un £iang£e. 
. fractions. 
> On démontre que G est sur les trois médianes 
du triangle ABC (voir aussi exercice 46 
ci- après) en utilisant uniquement (mais un grand 


nombre de fois) le calcul des coordonnées du milieu. 
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. exercice 10 . mots clefs : . coordonnées du mébieu. 


. symêétue centrale. 


Cet énoncé est identique (aux notations près) à 
l'exercice 14 ci-dessous. La formulation est un 
peu différente. Il nous semble que le n° 14 est 


ainsi un peu plus simple. 


Il s'agit de composer les symétries de centres A, B 
et C . On obtient la symétrie par rapport au 

point D tel que ABCD soit un parallélogramme 

(ce point D est donc la réponse ä la question 5, 
et aussi le milieu de [QM] à la question 6) . 
L'énoncé ne parle pas de symétries ni de composées 
de symétries ; vous pouvez préférer en parler 

(voir aussi exercice 41 ci-après) . De même nous 
ne parlons pas du fait que ABCD est un parallélo- 


gramme ; vous pouvez poser une question supplémen- 


taire. 
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. . exercice 11 . mots clefs : . coordonnées du milieu. 


> Ici on compose la symétrie de centre À , et 
l'homothétie de centre B et de rapport ; : 
On obtient l'homothétie de centre le point OO, 
et de rapport - i . Tout ceci sans parler de 
transformations, et pour pratiquer le calcul des 


coordonnées du milieu. Voir aussi l'exercice 12 


ci-dessous. 





e exercice 12. mots clefs : . coordonnées 
du mEteu. 
> Ici on compose une symétrie centrale 
et deux homothéties de rapports 
‘: 1 : 
relatifs 2 et 2 . On obtient 


la symétrie de centre I. 





exercice 13 . 
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mots clefs : . coordonnées du milieu. 
. daoite des milieux. 


> C'est un exercice sur le thème du point qui ne 


tient pas sur la feuille : on trace la parallèle 

à (AC) passant par le milieu M de [AB] , elle 
coupe [BC] en son milieu I . On mesure les 
coordonnées de I , on en déduit celles de C . 

Pour la seconde question, on utilise le même 

théorème de la ‘droite des milieux'', mais dans le 
théorème ACH (la projection h orthogonale de T 
sur (BC) est le milieu de AH) . La longueur CH 
est égale à deux fois la longueur Ih . (Mais on 
pourrait aussi calculer CH à partir de AC (= 2AI), 


AB et de la distance de B à (AC) , en calculant 


de deux façons l'aire du triangle ABC . 





D 


exercice 14 . mots clefs : . coordonnées du milieu. 
CREMCRCÉ. Le ESS CE CR MACON 


. symétrie centrale. 


C'est le même exercice que le n° 10 ci-dessus. 
Mais ici nous donnons les formules de calcul des 


coordonnées de N, P, Q , de façon à obtenir un 


énoncé un peu plus facile. 








exercices 15 à 25 : 


Dans ces 11 exercices, le thème principal est la définition 
de l'équipollence et des vecteurs ; la somme des vecteurs est 
exclue. Certains d'entre eux sont de copieux problèmes de révi- 


sion sur la symétrie axiale, ou le rectangle. 


exencice 15 . mots chefs : . vecteurs. 
. symétrie axiake. 
> La symétrie axiale conserve les distances, elle 
envoie donc le milieu du segment [AD] sur le 


milieu de son image. D'où le résultat. 


exercice 16 . mots clefs : . Losange. 
+ VECHOUS . 


> Notons qu'en faisant la symétrie par rapport à la 
droite (ECD), on obtient un hexagone régulier. 
Ce qui peut servir d'introduction à l'exercice 23 


ci-dessous. 


exercice 17 . Mots clefs : . vecteurs. 


> Il s'agit simplement d'appliquer trois fois la 


définition de l'équipollence. 


exercice 18 . Mots clegs : . vecteurs. 


” Ici encore il s'agit d'appliquer un certain nombre 


de fois la définition de l'équipollence. 


exencice 19 . mots clegs : . symétrie axiale. 
. vecteurs. 
Si À = 5) 0 (À) (ou 5tB)0(À)) , alors les 
droites (AB) et (o(A)o(B)) sont parallèles. 
On cherche donc les droites qui sont parallèles 
à leur image par la symétrie : ce sont les perpen- 


diculaires et les parallèles à l'axe,... 


exercice 20 . mots c£egs : . coordonnées. 
« VeCLEULS . 
> Dans cet exercice (ainsi que dans les n° 21, 23 


24 et 25 ci-dessous) on demande d'abord une 
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reconnaissance visuelle de l'équipollence sur une 
figure. Ensuite on démontre (ici, à partir des 


coordonnées que l'on mesure). 


exencice 21 , mots clefs : . Lectangle. 


. Vecteurs. 
. dioite des milieux. 


> Comme dans le n° 20, on commencera par une recon- 
naissance visuelle des bipoints équipollents à 
(A,J) ou à (0,Q) . Ensuite on démontrera ce 
qu'on a vu, à partir des propriétés du rectangle 
et de la droite des milieux. Il est commode d'éta- 
blir d'abord que (AB), (QR), (JL), (PS), (DC) 
sont parallèles, ainsi que (JI), (DB), (KL), 
ainsi que (IL), (AC), (JK) . 


exercice 2? . mots clegs : . vecteurs. 


+ Logique. 

> Pour prouver que EF = AB = CD , on va donner un 
nom, par exemple G , au point tel que EC = AË s 
puis on va montrer que G=F (en effet si 
EC = AË ; G est sur À 3; et si EC = CD ; 
G est sur T) . Il est peu probable que vos 
élèves trouveront seuls la méthode. Vous pourrez 
les mettre sur la bonne voie en leur demandant, 
par exemple, de tracer le point G tel que 
EC = AB (et en refusant toute construction à 
partir de la propriété du milieu). Nous n'avons 
donné aucune explication ici, car ce type d'exer- 
cice n'est possible qu'en classe, en présence du 
professeur. Il peut alors être très intéressant, 


surtout si : 


» vous veillez à faire écrire le raisonnement 
avec précision (et si possible sous plusieurs 


formes). 


»> vous recherchez les occasions qui se sont 
présentées antérieurement de faire des raison- 


nements analogues.(Par exemple pour démontrer 
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que si C est sur le cercle de diamètre [AB], 
les droites (AC) et (CB) sont perpendi- 
culaires ; ou pour montrer que les diagonales 


d'un parallélogramme se coupent en leur milieu). 


. exercice 23 . mots cles : . hexagone négu£ier. 
. symétrie axiale. 
. Vectewrs. 
> Cet exercice est en tout point analogue au n° 21. 

11 s'adresse évidemment aux élèves qui ont déjà 
étudié la construction de l'hexagone régulier 
inscrit dans un cercle. Vu la brièveté de l'énoncé, 
il est assez difficile (les n° 24 et 25 ci-dessous 


sont plus détaillés donc (?) plus faciles). 


m En fait ici on va travailler sur une figure assez 
complexe donnée a priori. Il est bon de commencer 
par démontrer quelques propriétés générales de la 
figure (existence de symétries, de parallélismes). 
Les exercices 24 et 25 comportent des questions 
où ce travail préparatoire est fait. Ici l'énoncé 
est plus brutal ; c'est à vous de proposer ces 
questions, ou plutôt de les tirer d'un travail 


collectif de la classe. 


. exercice 24 . mots clefs ie ymétrie axiale. 


. vecteurs. 


” Il faut savoir que l'on ne peut pas, en 4e, jus- 
tifier la construction du pentagone régulier à la 
rêgle et au compas (car on ne dispose pas du 
théorème de Pythagore). Si vous voulez faire 
reproduire la figure aux élèves, vous devez donc, 
soit la faire reproduire (éventuellement à une 
certaine échelle), soit faire placer les points 
sur le cercle avec un rapporteur. Voir aussi 


exercice 23. 


. exercice 25 . mots c£efs : . symétrie axiale. vecteurs. 


> Voir exercice 23 . 








ne 
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@ exercices 26 à 45 : 


Dans ces 20 exercices, le thème principal est la notion 
d'application. Certains d'entre eux portent aussi sur la notion 
de vecteur (somme exclue). La plupart des applications que l'on 
considère sont données en terme de coordonnées (exceptions : 
n° 33, 35, 41, 44 et 45). Nous avons essayé de respecter une 
certaine progression ; il n'est pas certain que celle-ci vous 
plaira. Notons que tous ces exercices sont des occasions de 
pratiquer le calcul algébrique (fractionnaire en particulier). 
I1 faut pour cela donner les valeurs numériques en fonction 
des difficultés de calcul que l'on souhaite rencontrer ; nous 
avons volontairement introduit parfois des données fractionnai- 
res (n° 29, 32, 36,...) ; mais en fait c'est à vous de modifier 


éventuellement les données. 


exercice 26 . mots clefs : . coordonnées. 
. applications. 
” Un tel exercice peut permettre de débuter une 
séquence pédagogique sur les applications 3; il 
est donné sans aucun vocabulaire spécifique, c'est 
à vous de l'introduire (avant de passer aux sui- 
vants). Remarquons qu'un tel exercice peut être 


proposé avant la classe de 4e . 


exercice 27 : C'est une variante de 26. 


exencice 28 . mots clefs : . coondonnées du milieu. 


: applications. 
. droite du milieu. 


> L'application étudiée ici est une homothétie de 


rapport ï ; c'est ce qu'on établit à la question? 
(le mot homothétie n'est pas écrit ; prononcez-le 

si vous voulez). Une telle application conserve 

les alignements ; c'est ce qu'on démontre (dans le 
cas des points A, B, I) à la question 3 (en uti- 
lisant la propriété de la ‘droite des milieux 

d'un triangle") ; ceci permet de justifier que 

l'on passe du tracé de h(A), h(B), h(C), h(D),h(E), 


au tracé d'une petite maison. Pour mieux faire 


Dee tn te in 
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comprendre la question 3 vous pouvez faire démon- 
trer que tout point de (BC) , a pour image un 
point de (£f(B)£f(C)) . Notons encore que la 
droite des milieux" prouve que cette application 


divise les distances par 2 (donc les aires par #4). 


+ exencice 29 . mots clefs : .« coordonnées du mé£éieu. applications. 
calcul fractionnaire.. 


. exercice 30 . mots clefs : . coordonnées du mébéeu. 
. applications. 
. vecteurs. 
> Ici, comme dans l'exercice précédent et dans bien 

des suivants, on est en présence d'une application 
de la forme (x;y) + (ax+by+ce; a'x+b'ytc') , c'est- 
à-dire d'une application affine ; celle-ci conserve 
les milieux, donc les parallélogrammes. C'est ce 
qu'on démontre pour un parallélogramme donné 
(question 3), puis pour un parallélogramme quel- 
conque (question 5). À noter, à la question 4, la 
difficulté de travailler avec quatre lettres : les 


quatre coordonnées arbitraires de M et N. 


. exencice 31 . mots clefs : . coordonnées du milieu. 
. symétrie axiale. 
> Il est impossible, vu qu'on ne dispose pas du 
théorème de Pythagore, d'écrire les formules d'une 
symétrie axiale ; mais il y a une exception, c'est 


la symétrie par rapport aux deux bissectrices des 


). 


axes (et bien sûr par rapport aux axes eux-mêmes 


. exencice 32 . mots clefs : . coordonnées du milieu. 
à applications . 
. calcul fractionnaire.. 


. vecteurs. 


æ Soit D le point tel que ABCD soit un parallé- 
logramme. Alors £f(M) est le milieu de [MD] . 
L'application f est donc l'homothétie de centre D 
et de rapport à . Le point P de la question 4 


est donc le point D. 
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. exencice 33 . mots clefs : . applications. 
. domaine de définition. 
M . équations. 
> Le point f(M) n'est défini que si O0, M et 
ne sont pas alignés. Autrement dit, le domaine de 
définition de f est le complémentaire de la 


droite O (voir aussi n° 40). 


> La seconde question comporte un raisonnement par 
analyse (ou conditions nécessaires), puis synthèse 
(ou conditions suffisantes). Il est intéressant 
de bien montrer comment ces deux phases s'arti- 


culent. 


. exercice 34 , mots clefs : . composition des applications . 


> On compose deux applications. Et à la question 3, 
on vérifie que go f # f o g . (Voir aussi 
n° 36, 37). 


. exercice 35 . mots clefs : . composition des applications. 
. symétuies axiales. 


. rectangle. 


» Les droites D, et D, étant symétriques par 
rapport à D, ; on 4 Sp3SDo * SD)SD] (questions 1, 
2, et 3). Cette application est une rotation 


autour de O . L'angle de cette rotation est deux 








A fois l'angle des droites D, et D, . Mais rota- 


tions et angles ne font pas partie du programme 
de 4e . Dans le cas particulier où D, et D, 
sont perpendiculaires, on obtient une symétrie 
centrale. (C'est une conséquence de la propriété 


fondamentale du triangle rectangle). 


A 
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. exercice 36 . mots clefs : .« composée d'applications. 
. calcul numérique. 


” Conme dans l'exercice 34 , on compose deux appli- 
cations f et g et on vérifie que fog#gof . 
Les données numériques ont été choisies pour qu'il 
y ait quelques problèmes de calcul. On pourra 
remarquer que £o 8(P)ge FC) est un vecteur 
indépendant de P ; autrement dit, que 


fog=To(gof) , où T est une translation. 


> La question 6 propose de montrer que [he (g° f)I(A) 
et [(hog)ofJ(A) sont confondus ; vous pouvez 
aussi chercher des formules des applications 
he(gof) et (heg)ef , pour montrer qu'elles 


sont égales. 


. exencice 37 , mots cteis : . application inverse. 
. cootdonnées du milieu. 


> On compose deux applications f et g qui sont 


inverses l'une de l'autre. 


. exercice 38 . mots clefs : . application Anverse. 
. coondonnées du milieu. 


. calcul numérique . 


On compose deux applications qui sont inverses 


l'une de l'autre. 


. exercice 39 . mots clefs : . composition des applications. 


> Le but est de vérifier ho (go f) = (ho g)of . 
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. exercice 40 . mots cleÿs : . domaine de définition. 


> L'application f est définie dans le complémen- 
taire de la droite x = 4 . Deux points du cercle 
n'ont pas d'image. L'image des deux demi-cercles 


restants a l'allule suivante : 


« exercice 41 . mots clefs : . vecteur. tunslation. 
" symétrie centrale. logique. 


> On établit d'abord qu'une transformation f est 
une symétrie centrale, si et seulement si, pour 
tout couple (A,B) , on a AB = FB)E QG) . On en 
déduit que la composée de deux symétries est une 
translation, puis que la composée de trois symétries 
est une symétrie. À noter l'utilisation du 
“quels que soient À et B" ; ce sera certainement 


une difficulté pour bien des élèves. 


e exercice 42 . mots clefs : . translation. 


Exercice élémentaire sur la translation. 


e exencice 43 . mots clefs : . coordonnées du milieu. 
. vecteurs. 


> L'application f est l'homothétie ayant pour 


centre le point P(O;-7) . 
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e exercice 44 . mots clefs : . translation. 


> La translation conserve distances, alignements,.. 
et orthogonalité ; donc elle envoie les ‘points 
remarquables'' du triangle ABC , sur ceux du 
triangle A'B'C' . Ici on demande de le montrer 


pour deux d'entre eux. 


e exencice 45 . mots clefs : . ymétriie centrale. vecteur. 


> Analogue au n° 41 mais un peu plus court. 


. exencice 46 . mots clefs : . barycentrre d'un tuiangle. 
. somme des vecteurs. nelation de 


Chas£es. 


> Le point G est le barycentre du triangle ABC 


(Voir aussi le n° 9 ci-dessus). 


« exercice 47 . mots clefs : . somme des vecteurs. relation de 
Chasles. 


e exercice 48 . mots cles : . droite des milieux. 
. somme des vecteurs. 


> On démontre que IJDC est un parallélogramme 
en montrant que ses côtés sont deux à deux paral- 
lèles (et pour cela on utilise les propriétés de 
la droite qui joint les milieux de deux côtés 


d'un triangle). 





.« exencice 49 . mots clefs : . symétrie centrale. droite des 
milieux. vecteur. 
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e exencice 50 . mots clegs : . somme des vecteurs. 


(M) 


e exencice 51 . mots clefs : . A0mme des vectewrs. 





M’ 


etats eranhaane mené 


named. L : 


a le ET 


Une rapide enquête sur l'utilisation des manuels, montre que 
ceux-ci ne sont que très partiellement utilisés ; ils servent surtout 

de recueils d'exercices, et les élèves ne lisent presque jamais le 
«cours» qui est proposé par le livre. Ce cours vous sert quelquefois 
pour préparer votre enseignement. Maïs il est mal adapté à cet 
usage, car en essayant de le mettre à la portée des élèves, ses auteurs 
l'ont «vidé» d'un certain nombre de remarques et d'arguments qui 
auraient pu vous être utiles. C'est pourquoi nous avons écrit le 
présent document qui vous est spécialement destiné ; mais nous 
l'avons complété par un fascicule d'exercices et par un répertoire 
écrits pour les élèves. Le répertoirel LÀ gui se trouve dans les pages 
suivantes, résume grosso modo les connaissances à acquérir. Ce 
répertoire n'est pas pour nous un document figé ; il est destiné à 
être modifié, complété... (c'est pour cela qu'il est présenté en 
feuilles pour classeurs ; vous pourrez ajouter des intercalaires). 11 
pourrait ainsi devenir l'un des instruments de travail essentiels 

de l'élève, puisqu'il y trouvera les énoncés nécessaires pour résoudre 
les exercices. Ce répertoire a pour nous un caractère «expérimental». 
Nous recherchons quelle forme il faut donner aux documents que 
l'on confie aux élèves. Ceci est un projet destiné à être amélioré. 
Toute suggestion est la bienvenue... 


EEE 


(*) 


il est disponible séparément ; nous en donnons un avec chaque fascicule d'exercices. 


Répertoire de Géométrie 
pour les élèves de 4° 





> 
PUBLICATION 
de l’LR.E.M. de LORRAINE 


IREM de Lorraine — Université de Nancy 1 - CO. n° 140 - 54037 NANCY CEDEX — Tél. (8) 327 55 51 





ABSCISSE 


Si un point M est situé sur un axe À on le repère par son abscisse. 


Cette ab4cisse est un nombre : 


> sa valeur absolue est la mesure de OM (avec l'unité u choisie 
sur À). ‘ 


> il est positif si le sens de O vers M est le sens que l'on a 
choisi sur A . Il est négatif si le sens de O vers M est opposé 
au sens que l'on a choisi sur À 


.« l'abscisse de P est —2 
. l'abscisse de N est + 2,5 





ADJACENT 


Deux côtés d'un quadrilatère sont dits adjacents, s'ils ont un sommet 


he he dns ah ne 
0 


en commun. 
A - 
. [AB] et [BC] sont adjacents 
B . [as] et [co] sont opposés 
C 
Fe D 
AIRE 
“ > D'un rectangle : | 
elle est donnée par la formule 
1 
| AmL£xL 
> D'un trapèze : 
elle est donnée par la formule 
b 





> D'un parallélogramme : 


elle est donnée par la formule : 


A=LXxh 


= D'un triangle : 


elle est donnée par la formule : 


Bxh B 


ÉeS 





> D'un disque : 


elle est donnée par la formule : 


Attention ! quand on utilise ces formules, il faut mesurer toutes les longueurs avec 
la même unité. Si on les mesure en cm , on trouve l'aire en cm2 ; sion 
les mesure en m ,on trouve l'aire en m<. 


ALIGNÉ 
Trois points sont alignés s'ils sont situés sur une même droite. 


APPLICATION 

La symétrie par rapport à une droite D , la symétrie de centre O , la 
translation de vecteur Ÿ , sont des applications du plan dans £ui-même 
(on dit aussi que ce sont des Æransfonmations géométriques). À tout point 
du plan, elles associent un point du plan. À toute figure, elles associent 
une figure. 

On rencontre aussi des applications numériques ; à un nombre, elles asso- 
cient un nombre. (Par exemple : l'application qui à un nombre associe son 


carré ; l'application qui à x associe 3x-7) . 





AXE 


Le mot axe est utilisé dans deux situations très différentes. 


> AXE DE SYMETRIE : la phrase "la droite D est axe de symétrie 


de la figure F " signifie : la symétrie par rapport à D transforme F 
en elle-même. 


+ si P estunpoint de F , son symétrique est aussi 
un point de F. 


> AXE DE COORDONNEES : un axe est une droite sur laquelle on a choisi 
un sens, une origine et une unité de longueur (souvent le cm) . Pour 


dire où se trouve un point situé sur un aXe , on se donne son abscisse 
(voir ce mot). 


> SYSTEMES D'AXES ORTHOGONAUX : voir REPERE . 


BISSECTRICE 


Un secteur angulaire a un axe de symétrie ; cet axe de symétrie s'appelle 


la bissectrice de ce secteur. 


+ D est la bissectrice du secteur (0x,0y). 
Si M estsur D , la distance de M à la droite (0x) 
est égale à la distance de M à la droite (0y). 






nm S ns Te . . ; 


1 
CARRÉ 
Les Carrés sont à la fois des losanges et des rectangles. Les C41ê4 ont F 
donc toutes les propriétés des losanges, et toutes les propriétés des 
rectangles (voir ces mots). 
comment savoir si un losange est un carré ? 

> Tout losange qui a un angle droit est un Ccauté. 

V 

. situ sais que UVWX est un losange, 
et si tu sais que l’un de ses angles est droit, 
U wW tu peux affirmer que UVWX est un carré. 
x @ 


Tout losange, dont les diagonales ont la même longueur, est un cavté. 


U 
é 
V < situ saisque UVWX est un losange, 
X et si tu sais que UW = VX , tu peux affirmer 
que UVWX est un carré. 
W 


comment savoir si un rectangle est un carré ? 


> Tout rectangle, dont la longueur est égale à la largeur, est un cauté. 


U V 
e situ saisque UVWX est un rectangle, 2 
et si tu sais que UV = VW , tu peux affirmer 
que UVWX est un carré. 
x W 


> Si un rectangle a ses diagonales perpendiculaires, c'est un cuté. 


U V 
+ situ saisque UVWX est un rectangle, 
et si tu sais que les droites (UW) et (VX) 
sont perpendiculaires, tu peux affirmer 
que UVWX est un carré. 
X W 


> CENTRE D'UN CERCLE : 


> CENTRE DE SYMETRIE : 
F LL 


$ 
CENTRE 
e. 

CERCLE 
et 
| La 
= 

Lu 
L' 1 
< 


de la figure 
en elle-même. 


voir CERCLE . 
est centre de symétrie 


la phrase ‘le point O0 
transforme F 


signifie : la symétrie de centre O0, 


. si M estsur F ,le symétrique M’ de M 
par rapport à 0 ,est aussi sur F. 





- un parallélogramme a un centre de symétrie ; 
c'est le point d'intersection des diagonales. 


Pour tracer un cec£e avec un compas, il faut que tu connaisses son Centre 


son ayon. 


Les points du cercle de centre O0 et de rayon r , sont à une distance 


de O0 égale à r. 

Les points intérieurs au cercle sont à une distance de O , inférieure 
äa R. 

Les points extérieurs au cercle sont à une distance de O , supérieure 
ä R.: 


M + OM = r ; M est sur le cercle. 
.< ON > r ; N est à l'extérieur du cercle. 
. OP <r ; P est à l’intérieur du cercle. 
x 
N 


C 
CIRCONSCRIT 
Si les points A, B et C ne sont pas alignés, il y a un cercle qui 
passe par A, B et C ; iln'y en a ä 
qu'un seul. On l'appelle le cercle 
circonserit au triangle ABC . Son 
centre est l'intersection des mé- 
diatrices des trois côtés du 


triangle. B 


Quand il existe un cercle qui passe par les quatre sommets d'un quadrila- 


tère, on dit que ce cercle est céiconscit à ce quadrilatère. 


Par exemple : 


- un rectangle a toujours un cercle 
circonscrit ; un losange n'en a pas, 
sauf si c’est un carré. 


COMPOSÉE (de deux applications) 


> COMPOSEE DE DEUX TRANSFORMATIONS GEOMETRIQUES f ET &g : pour construire 
f o g(M) , construis d'abord M, = g(M) ; puis construis M, = f(M,) 5 


M, est le point f + g(M) . 


> COMPOSEE DE DEUX APPLICATIONS NUMERIQUES £f ET g : pour calculer 
f + 8(x) , calcule d'abord y = g(x) ; puis calcule z = f(y) ; z est 
le nombre f : g(x) . 


quelques propriétés : 


. on a toujours f o (g o h) = (£ o 8) oh 


. f o g est souvent différent de go f 


CONCOURANTES 
Des droites concoutantes sont des droites qui ont un point commun. Le 
point commun est appelé point de concours ou point d'intersection . 
CONTACT 
(Voir TANGENTES). 
CORDE 
B 
C'est un segment qui joint deux points d'un cercle. 
> la médiatrice d'une code passe par le centre. 
de > la longueur de la code [AB] est inférieure A 
à 2R . Les cordes qui passent par le centre 
sont appelées des diamètres ; ce sont les seules 
+ dont la longueur est 2R. 
DEMI-—DROITE 
Marque un point sur une droite D , ce point partage D en deux 
demt-droites. 
X 
D A - sur cette figure, À partage D en la 
é demi-droite Ax et en la demi-droite Ay. 
y 
DEMI-PLAN 
Une droite D partage le plan en deux demt-plans . 
> si N est dans le demt-plan qui ie 
contient M , le segment [MN] ne 
rencontre pas D. N 
> si P est dans le demt-plan qui ne 
contient pas M , le segment [MP] 
rencontre D 
’ P 


DIAGONALES 
Dans le quadrilatère MNPQ , les segments [MP] et [NQ] sont appelés 
les diagonales . (Les segments [MN] , [NP] , [PQ] et [QM] sont les 


côtés). M 


DIAMETRE 


Un diamètre d'un cercle est une corde qui passe par le centre. 
deux propriétés importantes : 


> si M est sur le cercle de diamètre [AB] , alors le triangle AMB 
est rectangle en M. 


> si le triangle AMB est rectangle en M , alors le point M est 


sur le cercle de diamètre [AB] . : 


DIRECTION 


Deux droites qui ont même direction , sont deux droites parallèles. 


DISTANCE 


> DISTANCE DE DEUX POINTS : la distance de A à B est la longueur du 
segment [AB] . On la note AB . Lorsque tu la mesures, précise bien 
l'unité. 
une propriété importante (appelée : inégalité du triangle) : 
. si B n'est pas sur le segment [AC] , on a AC < AB + BC 


. si B est sur le segment [AC] , on a AC = AB + BC . 
> DISTANCE D'UN POINT A UNE DROITE : considérons une droite D et un 


point À non situé sur D ; 
traçons la perpendiculaire 


à D passant par À . Elle A 

coupe D en un point H. 

La distance AH est appelée D 
la distance du point À à 

La dnvite D. 


Si M est un autre point de D, 
on a AM > AH. 


D 


DROITE 
Ce que tu traces sur ta feuille avec une règle, n'est pas une duoite 


toute entière, ce n'est que la partie de cette droite qui tient sur la 


feuille. 


une propriété importante : 
Par deux points (distincts) A et B , il passe une seule droite . 
On la note (AB) 


ÉQUIDISTANT 


La phrase "M est équidistant de A et B" signifie : les longueurs MA 


et MB sont égales. 


ÉQUIPOLLENT 
(voir aussi VECTEUR ). 


On dit que deux bipoints (A,B) et (C,D) sont équipollents pour exprimer 


que : 
. les droites (AB) et (CD) sont 


parallèles ou confondues. Te 
’ sr 
C 


. les longueurs AB et CD sont égales. 


.< le sens de À vers B est le même 
que le sens de C vers D. 


© Les bipoints (A,B) et (C,D) sont équipollents si et seulement si les 
segments [AD] et [BC] ont même milieu. 
autrement dit : 


> si tu sais que (A,B) et (C,D) sont 
équipollents, tu peux affirmer que les 
segments [AD] et [BC] ont même milieu. 


> si tu sais que les segments [AD] et [BC] A C 
ont même milieu, tu peux affirmer que (A,B) 
et (C,D) sont équipollents. 


© Soient U, V, W, T quatre points alignés sur un axe A , (U,V) et (W,T) 


sont équipoilents si et seulement si UV = WT . 


autrement dit : 


> si tu sais que (U,V) et (WN,T) sont équipollents , tu peux affirmer 
que UV = WT . 


»> si tu sais que UV = WT , tu peux affirmer que (U,V) et (W,T) sont 
équipoltlents . 

@ Soient U, V, W, T quatre points non alignés, (U,V) et (W,T) sont 
équipollents si et seulement si le quadrilatère UVIW est un parallélo- 
gramme. 
autrement dit : 
> si tu sais que (U,V) et (W,T) sont équipollents , tu peux affirmer 


que UVIW est un parallélogramme (attention à l'ordre des points). 


> si tu sais que UVIW est un parallélogramme, tu peux affirmer que 
(U,V) et (W,T) sont équipollents (attention à l'ordre des points). 


EXTÉRIEUR 
(Voir CERCLE ) - 


HAUTEUR (d'un triangle) 


La hauteur issue d'un s0mmet passe par ce sommet et est perpendiculaire 


au côté opposé. Un triangle a trois hauteurs 


attention ! dans certains cas, le mot hauteur 
désigne la longueur du segment [vu], 
dans d'autres cas il désigne la droite (Vu). 





HEXAGONE 


C'est un polygone qui a six côtés. 


U 





W tracé d’un hexagone régulier inscrit dans 
un cercle : la longueur des côtés est égale 
au rayon ; tu construis, avec ton compas, 
six points distincts UVWXYZ tels que 
UV =VW=WX =XY =YZ =R ; 
si ton tracé est précis, tu auras aussi ZU= R. 


HYPOTÉNUSE 
(Voir TRIANGLE RECTANGLE ). 





INTÉRIEUR 
(Voir CERCLE ). 


ISOCELE 
(Voir TRIANGLE ISOCELE ) . 


v 
LOSANGE 3 
propriétés du losange : 
> Dans tout £osange , 
les quatre côtés ont la même longueur. 
U 
{ . situ sais que UVWX est un losange, 
V tu peux affirmer que : 
X UV = VW = WX = XU . 
W 
> Dans tout £o4ange , 
les côtés opposés sont parallèles. 
. situ sais que UVWX est un losange, o 
tu peux affirmer que : 
-les droites (UV) et (WX) sont parallèles. 
-les droites (UX) et (WV) sont parallèles. 
ê 





> Dans tout £csange , 


les diagonales sont perpendiculaires. 


U 
. situ sais que UVWX est un losange, 
V x tu peux affirmer que les droites (UW) 
et (VX) sont perpendiculaires. 
W 


> Dans tout £osange , 


les diagonales se coupent en leur milieu. 


V 
. situ sais que UVWX est un losange, 
fi W tu peux affirmer que les segments s 
[UW] et [VX ] ont même milieu. 
X 


> Dans tout £osange , 


les diagonales sont des axes de symétrie. 


(3) V U V 
. situ sais que UVWX est un losange, 
tu peux affirmer que : 
- la symétrie d'axe (UW) transforme V en X. 
- la symétrie d'axe (VX) transforme W en U 
X x W | 


w 


> lout {vsange est un parallélogramme. 


un losange est un parallélogramme particulier, 








comment savoir si un quadrilatère est un losange ? 
> Tout quadrilatère dont les quatre côtés ont la même longueur, est 


un £osange . 


si tu sais que UV = VW = WX = XV (et si 
les quatre points U, V,W, X sont distincts), 
tu peux affirmer que le quadrilatère UVWX 
X V est un losange. 


> Tout quadrilatère dont les diagonales sont perpendiculaires, et ont 


même milieu, est un £osange . 


Ù . situ sais que les droites (UW) et (VX) sont 
perpendiculaires, 
+ situ sais que le milieu du segment [uw] est 


aussi le milieu du segment [VX] : 


+ tu peux affirmer que le quadrilatère UVWX 
est un losange. 


MÉDIANE (d'un triangle) 


La médiane issue d'un sommet, passe par ce sommet, et par le milieu 
du côté opposé. 
Un triangle a trois médianes . 


Tu as peut être démontré qu'elles 


sont concourantes. 








> 
MÉDIATRICE 
La médiatrice du segment [XY] est la droite qui : : 
. est perpendiculaire à la droite (XY) 
. passe par le milieu du segment [XY] . 
> Tous les points de la médiatrice de [XY] sont équidistants de X 
et de Y. 
> Tous les points équidistants de X et de Y , sont sur la médiatrice 
de [XY] . 
> Tracés de la médiatrice : 
- on trace le milieu | de [A8]: 
. puis on trace la perpendiculaire à (AB) 
qui passe par |. @ 
r 
B 
| 
A 
. on trace deux points équidistants 
de A et B;eton les joint. 
L 2 
L 
MILIEU 
Le milieu d'un segment est le point du segment qui est équidistant des 
deux extrémités. 
Pour tracer le milieu d'un segment, tu peux utiliser un double décimètre, 
tu peux aussi tracer sa médiatrice avec une règle et un compas (voir tracé 
de la MEDIATRICE) ; elle coupe le segment en son milieu . 
> 


OPPOSÉ 
Deux côtés d'un quadrilatère sont dits 0Pp0464 , s'ils n'ont pas de 


sommet commun. 
_ A 


. [A8] et [co] sont opposés. 
. [A8] et [ec] sont adjacents. 


ORTHOGONAL 


(Voir PERPENDICULAIRE ). 


PARALLELE 


Deux droites du plan sont dites parallèles , si elles n'ont aucun point 


commun. 


Attention ! On dit quelquefois que deux segments [A8] et [co] sont parallèles ; 
cela signifie que les droites (AB) et (CD) sont parallèles. 


trois propriétés importantes : 


> si deux droites (distinctes) sont parallèles à D , elles sont 
parallèles entre elles. 


æ Autrement dit, pour démontrer que À et A2 sont parallèles, tu peux 
essayer de trouver une droite D telle que AY] et D soient parallèles, et 
que A2 et D soient parallèles. 


> si A n'est pas un point de la droite D , il n'y a qu'une seule 
parallèle à D, qui passe par A. 


Autrement dit, si tu sais que la droite (AM) et la droite (AN) sont parallèles 
à D, tu peux affirmer que A, M et N sont alignés. 


> si deux droites sont parallèles , toute droite qui est perpendiculaire 
à l'une, est aussi perpendiculaire à l'autre. 


LEE 








P 


> Tracé de la parallèle à D qui passe par A: 


d 
A 

+ on trace une droite d, qui est perpendiculaire à D ; 
À: puis on trace la perpendiculaire à d , qui passe par A. 
D 


PARALLÉLOGRAMME 


propriétés du parallélogramme : 


Dans tout parallélogramme , 


les côtés opposés sont parallèles. 


V 
. situ sais que UVWX est un parallélogramme, 
U - tu peux affirmer que les droites (UV) et (WX) 
sont parallèles. 
- tu peux affirmer que les droites (XU) et (VW) 
W sont parallèles. 
X 


> Dans tout parallélogramme , 


les côtés opposés ont même longueur. 


X 
. situ sais que UVWX est un Parallélogramme 
U W tu peux affirmer que UV = WX et XU = VW 
V 


> Dans tout parallélogramme , 


les diagonales se coupent en leur milieu. 


+ situ sais que UVWX est un parallélogramme 


tu peux affirmer que les segments [uw] et 
[vx] ont même milieu, 














6 
Dans tout parallélogramme , 
_e le point d'intersection des diagonales est un centre de symétrie. 
| wW 
. situ sais que UVWX est un parallélogramme, 
V tu peux affirmer que la symétrie de centre |, 
X transforme UVWX en lui-même. 
U 
> Les carrés, les rectangles, les losanges sont des parallélogrammes 
particuliers. 
| comment savoir si un quadrilatère est un parallélogramme ? 
à ” Tout quadrilatère dont les côtés opposés sont deux à deux parallèles, 
est un parallélogramme . 
| 
du * situ sais que les droites (UV) et (WT) sont 
parallèles, et si tu sais que les droites (TU) 
et (VW) sont parallèles, tu peux affirmer que 
TUVW est un parallélogramme. 
| > Tout quadrilatère qui n'est pas croisé, et dont les côtés opposés sont 
] deux à deux de même longueur, est un parallélogramme . 
| 
\ . situ sais que UV = WT et TU = VW ,tu 
\ peux affirmer que TUVW est un parallélogramme, 
/ T sauf si c'est un quadrilatère croisé comme celui-ci : 
Li] U 
(e) 
+ W 
W 
T 
V V 


> Tout quadrilatère dont les diagonales ont même milieu, est un paralrélo - 


gamme . D 


. situ sais que les segments [as] et [co] ont 
même milieu, tu peux affirmer que ACBD est un 
parallélogramme. 





Tout quadrilatère qui n'est pas croisé, et dont deux côtés (opposés) 
q q P P 


sont parallèles et de même longueur, est un parallélogramme . 


. situsaisque [UV] et [WT] sont parallèles 


et de même longueur, tu peux affirmer que l'un 
des quadrilatères UVWT et UVTW est un paral- 
lélogramme (l'autre est un quadrilatère croisé). 


V 
wWw 
Ww 
T 


*ici UVTW est un parallélogramme «ici UVWT est un parallélogramme 


PÉRIMETRE 


Le pérümètre d'un triangle (d'un quadrilatère, d'un polygone) est la 


somme des longueurs de ses côtés. 


PERPENDICULAIRE 


Quand deux droites sécantes forment quatre angles droits, on dit qu'elles 
sont perpendiculaires (on dit aussi qu'elles sont o4thogonales). I1 suffit 
d'ailleurs qu'un de ces quatre angles soit droit, pour que les trois autres 


le soient aussi. 
deux propriétés importantes : 


> Un point À et une droite D étant donnés, il y a une petpendicu?aire 
à D qui passe par A . Il n'y en a qu'une seule ; c'est pourquoi on 
parle de "la" peapendiculatre à D qui passe par A. 


> Deux droites perpendiculaies à une même droite, sont parallèles entre 
elles. 


+ Tracés de la perpendiculaire à D qui passe par A : 





- avec une équerre (et une règle) 


. avec une règle et un compas : on trace B et C 
tels que A soit sur la médiatrice de [ BC] ; 
puis on trace cette médiatrice. 


AE ne mienne 1 1 0 gemmes emmener ee EPA 
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RECTANGLE 


propriétés du rectangle : 


” Dans tout zectangle , 


les côtés opposés ont même longueur. 


M 
Q F à 
. situ sais que MNPQ est un rectangle, 
tu peux affirmer que MN= PQ et NP = OM. 
N 
P 


= Dans tout rectangle , 





les côtés opposés sont parallèles. 


N 
s l M . situ sais que MNPQ est un rectangle, 
| - tu peux affirmer que les droites (MN) 
et (PQ) sont parallèles. 
A | P - tu peux affirmer que les droites (NP) 
et (QM) sont parallèles. 
: > Dans tout .ectang£le , 4 


| les quatre angles sont droits. 


M 
N à : 

74 | . Situ sais que MNPQ est un rectangle, tu peux 

affirmer que : 

- les droites (MN) et (NP) sont perpendiculaires. 
; - les droites (NP) et (PQ) sont perpendiculaires. 
Z -les droites (PQ) et (QM) sont perpendiculaires. 
1! Q - les droites (QM) et (MN) sont perpendiculaires. 
HE P 


> Dans tout nectang£e , 


les diagonales se coupent en leur milieu (le point de concours 
des diagonales s'appelle le centre du tectangle). 


M 
. situ sais que MNPQ est un rectangle, 
tu peux affirmer que les segments [me] 
et [Na] ont même milieu. 
Q 
N 
P 


> Dans tout 4ectang£e , 
. situ sais que MNPQ est un rectangle, 


les diagonales ont même longueur É tu peux affirmer que MP = NQ. 





R 


. un ectangle est un parallélogramme particulier. 


. dans un 4ectangle , les médiatrices des côtés 
passent par le centre. 


. deux côtés opposés d'un zectang£e ont même médiatrice. 


comment savoir si un quadrilatère est un rectangle ? 


> Tout quadrilatère qui a trois angles droits, est un ectang£e . 
V 


. situ sais que les angles en U ,en V eten W 
du quadrilatère UVWX , sont droits, tu peux 
affirmer que c'est un rectangle. 


X 


> Tout quadrilatère dont les diagonales ont même longueur et se coupent 
en leur milieu, est un 4ectangle . 
N 
M . situ sais que les segments [MP] et [Na] 


ont même milieu, et si tu sais que MP =NQ, 
tu peux affirmer que MNPQ est un rectangle. 


Q 


> Tout parallélogramme qui a un angle droit, est un .ectang£e . 


. situ sais que le quadrilatère ABCD est un 
parallélogramme, et si tu sais que (AB) et 
(AD) sont perpendiculaires, tu peux affirmer 
que ABCD est un rectangle. 








tn ES, ES 








+ 
REPERE 
Donnons-nous dans le plan deux droites perpendiculaires A, et à, ; T 
appelons 0 leur point d'intersection. 
Choisissons un sens privilégié sur 
chacune de ces droites. Choisissons 
une unité de longueur. Choisissons 0 
comme origine sur A, et sur à, 
Nous avons maintenant deux axes A, 
et A, 3 ils forment un repère 
(orthogonal) du plan (ou encore un 
système d'axes orthogonaux du plan). 
Soit M un point du plan ; notons m, la projection orthogonale de M ° 
sur à; ; notons m, la projection orthogonale de M sur A, . Le point m, 
a une abscisse sur A, ; notons-la x . Le point m, à une abscisse sur à,5 
2 é 
notons-la y . Les nombres x et y sont appelés les coordonnées de M 
dans £e repère (0,4,,4,) 
SEGMENT 
Le segment [AB] est la partie de la droite (AB) qui est située 
entre A et B. 
” 
LL: 
SYMÉTRIE 
Le mot 4ymétrie n'est jamais employé seul ; on doit toujours préciser 
s'il s'agit d'une 4ymétute par rapport à une droite (ou symétrie axiale, 
ou encore 4yméÜuie orthogonale), ou d'une symétrie par rapport à un 
point (ou symétrie centrale). 
& 


% 


S 


SYMÉTRIE PAR RAPPORT A UNE DROITE 


La symétrie par rapport à La droite A , est une transformation géomé- 


trique ; on la note souvent SA : 


tracés du symétrique d’un point M : 
* si M est sur A , le transformé de M est M. 


+ si M n'est pas sur A , trace la perpendi- 
culaire à A qui passe par M ; elle 
coupe À en I. Le transformé M' 
de M , est sur cette perpendiculaire, 
et I est le milieu du segment [MM']. 


propriétés de la symétrie par rapport à la droite A : 
> elle conserve les distances. 


- la distance de M à N est égale à celle 
de leurs transformés M' et N'. 











> une droite est transformée en une droite ; 


un segment est transformé en un segment. 


> deux droites perpendiculaires sont transformées en deux droites 


perpendiculaires. 


+ Det E sont perpendiculaires, 
leurs transformées D’ et E’ 
le sont aussi. 





+ Det E sont parallèles, leurs 
transformées D’ et E’ le sont 
aussi. 





> Si M' est le symétrique de M par rapport à A , alors M est 
le symétrique de M' par rapport à A. 








SYMÉTRIE PAR RAPPORT A UN POINT 


La symétrie par rapport au point O0 , est une transformation géométrique ; 


on la note souvent S0 


tracés du symétrique d'un point M : 


. si M n'est pas le point 0 , M est transformé en le point M' 


tel que O0 soit le milieu du segment [MM'] 


. le symétrique de 0 , est O0 lui-même. 


propriétés de la symétrie par rapport à 0 : 


elle conserve les distances. C'est-à-dire que la distance de M ä N 
est égale à celle de leurs transformés M' et N' 


M' 


: E . M 
> une droite est transformée en une droite. 


si D ne passe pas par O0 , elle 
est parallèle à sa symétrique D'. 





o .<si D passe par O0 , elle est 
transformée en elle-même. 


> deux droites perpendiculaires sont transformées en deux droites perpen- 


diculaires. 


si M' est le symétrique de M par rapport à 0 , alors M est le 
symétrique de M' par rapprrt à 0 








: TANGENTE 
Quand une droite D et un cercle C ont un seul point en commun, 
on dit que D est {angente à C ; on dit aussi que D et C sont 
tangents . Le point commun s'appelle le point de contact. 
Une propriété importante 
La {angente en A est perpendi- 
culaire au rayon [OA] 
Pour tracer la {angente en A 
au cercle C , tu utilises donc 
ton équerre ; c'est plus précis 
qu'un tracé à la règle, ‘'au jugé". 
4 A 
+ 
b TRANSFORMATION 
(Voir APPLICATION ). 
TRANSLATION 
La translation de vecteur Ÿ est une transformation géométrique. Au 
point M , elle associe le point M' tel que MM' = Ÿ . On la note 
souvent Tÿ : 
w 
w 
= + _ 
è MT) = Ÿ TM) 
\ 
M 
Propriétés des Canslations : 
> elles conservent les distances. 
> clles transforment une droite! D en une droite parallèle à D 
(ou en la droite D elle-même). 
CA \ 





T 





> si ne une translation , Fo.Ta) s ÀB . 


Fe) 
B 


= T o Tÿ = THÿ (en particulier Tÿ est l'inverse de T) 


T,(M) 


V 
T 
ma 
M 
DA | 
w° 5 
TRIANGLE 


Inégalité du tuéangle : voir DISTANCE 
Voir aussi : AIRE (d'un #uiang£e). HAUTEURS (d'un &uiang£e). MEDIANES (d'un 


triangle) . 


Une propriété importante des tuiangles 
> le segment qui joint les milieux de deux des côtés d'un &uangle est 
parallèle au troisième côté. 


a moitié de la longueur de ce troisième côté. 


C 
A . (A'B') est parallèle à AB. 
B° . A'B = ; AB. 
A 
B 


et qui passe par le 


sa longueur est 1 


> la droite qui est parallèle à l'un des côtés, 


milieu d'un deuxième, passe ausÿi par le milieu du troisième. 


. ladroite À est parallèle à AB, 
elle passe par le milieu A’ de [AC], 
donc elle passe aussi par le milieu B° 


de [BC]. 








TRIANGLE ISOCELE 


C'est un utangle qui a deux côtés de même longueur. Quand on dit qu'un 
tuiangle est isocèle, il faut préciser quels sont les côtés de même 


longueur. 


* les côtés AB et AC ont même longueur, 
la hauteur issue de A est aussi la médiatrice 
de BC. C'est un axe de symétrie du triangle. 


TRIANGLE RECTANGLE 


C'est un {angle qui a un angle droit. Le côté opposé à l'angle droit 


est appelé l'hypoténuse . 


Quelques propriétés des Cuiangles rectangles 


> le milieu de l'hypoténuse est équidistant 


des trois sommets. 


» les médiatrices des côtés de l'angle droit 


passent par le milieu de l'hypoténuse. 


> le sommet de l'angle droit est sur le 


cercle qui a l'hypoténuse pour diamètre. 


TRIANGLE ÉQUILATÉRAL 
Ses trois côtés ont la même longueur. Il est isocèle de trois façons 


différentes. 


TRIANGLE QUELCONQUE 


Si ton professeur te demande de tracer un "riangle quelconque", c'est 
qu'il veut que tu traces un {{iang£e qui n'est ni rectangle, ni isocèle 


(ni bien sûr équilatéral). 


VECTEUR 


Les écritures ‘"(A,B) et (C,D) sont équipollentes'" et "AB = CD" 
(qui se lit : vecteur A égale vecteur CD) sont synonymes (voir 


EQUIPOLLENT ). 
Ü 
Ke x | u 


Propriétés de la somme des vecteurs : 


Somme de deux vecteurs : 


<| 
c 


> Ü+Ÿ=0+Ù 


| 
<} 


L 


